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T I DIVISIONE E
FATTORIZZAZIONE

1.1 INTRODUZIONE

Notazione. In questo corso 'insieme dei numeri naturali N é privo dello zero.

Definizione 1.1 — Assioma del buon ordinamento .

Sia S C N non vuoto, allora:

3 minS.

Osservazione. 11 buon ordinamento é equivalente al seguente assioma: Se S C Z é non
vuoto e limitato inferiormente, allora

3 minS.

C Teorema 1.2 — Divisione euclidea \

Siano a € N;b € Z, allora:

JdgreZ:b=aq+red<r<a.

N J

Dimostrazione. Definiamo il seguente insieme

S={b—sal|seZ}CZ.

Sia ora

ST =Sn (Nu{0}),

ovvero

St={b—sa=0|scZ},
per cui ST C NU{0}. Sicuramente S* # (), infatti se b > 0 avremo
be St

mentre se b < 0 segue
b—ba=b(1—a) >0,

per cui
b—baecSt.

Quindi, per il buon ordinamento, 3 1 = min S* e supponiamo che
T=b—qa

con q € Z. Quindi b =aq+rconr >0, in quanto v € ST. Se per assurdo v > a si
avrebbe

r—az>0 <= b—(q+1)a=0,
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Definizione 1.3 — Massimo comun divisore .

VISIONE E FATTORIZZAZIONE

ovvero

b—(g+TaeSt = b—(q+Na>r
= Tr—az=rT
<~ a<0,

ma cio é assurdo in quanto a € N, per cui
0<r<a.
Resta da mostrare 'uncita, supponiamo quindi che esistano q’, 1’ € Z tali che
qd'at+r’ =b=qa+r,

ne segue
v — 7| =alq’ —ql.

Se per assurdo q’ # ¢ seguirebbe
‘T/ - T| > a,

ma per ipotesi 7,7’ < a, da cui
v —1] < a.

Cio ¢ assurdo, per cui ¢’ =qer’ =7. |

Siano a,b € N e sia d € N tale che:
e d|a,d|b;
e JkeN:k|ak|b = k]|d.

d si definisce massimo comun divisore di a e di b.

Notazione. Il massimo comun divisore fra a e b si indica con (a,b).

\.

Osservazione. Per definizione si pongono
° ((1, 0) =a;

e se a,b € Z,(a,b) = (|al,|b]).

[

N\

Teorema 1.4 — Unicita del massimo comun divisore

Siano a,b € N, allora:
A'd = (a,b),

e vale I'identita di Bezout, ovvero

Idx,y€eZ:d=ax+by.

Dimostrazione. Definiamo il seguente insieme
S={ax+bylx,yeZ}NN.

Sicuramente S # () in quanto a,b € S. Sia quindi d = min S, il quale esiste per il buon
ordinamento, per cui

Ix,y€Z:d=ax+by.



1.1 INTRODUZIONE |

Mostriamo che d = (a,b) tramite la divisione euclidea:
dq,reZ:a=dq+m,
con 0 < r < d. Per come abbiamo definito d avremo
r=a—dq=a(l—qx)+b(—qy).
Se per assurdo 1 > 0 seguirebbe T € S che é assurdo per la minimalita di d in S, da cui
r=0 = a=dq < d|b.
Analogamente si mostra che d | b. Mostriamo che se 3k € N:k|aek|b allora k| d:

kla < FaeZ:ka=aq,
k|b <= IB€Z:kp=h,

da cui
d=ax+by=k(ax+By),

ovvero
k| d.

Infine I'unicitad segue banalmente dall’ultima proprietd, infatti se esistesse d’ € N che
soddisfa le ipotesi del teorema si avrebbe

dld ed’|d,

ovvero
d' =d. O

Proposizione 1.5 — Algoritmo di Euclide

Dati a,b € N, siano q1,...,qn+1 € T1,...,Tn € Z tali che:
T >T2 > - >1, =0

e b=aq+m,
a=rT11q2+ 712,
T =71243 + 13,

Th—2 =Tn-1qn + Tn,
Tn—1 =Tnqn4+1 +0.

Allora
™ = (a,b).

Dimostrazione. Mostriamo che se a =bq+ 1 con 0 < r < b, allora
(a>b) = (b,T).

Per definizione
(a,b) | a,b,

per cui (a,b) dividera ogni combinazione lineare di a, b, in particolare
(,b)|la—bg=r,

per cui (a,b) | b, r, ovvero
(a,b) | (b,7).

Viceversa
(b,T’) | b,T‘ - (b,T‘) | bq +r=a,

5



6 | DIVISIONE E FATTORIZZAZIONE

ovvero

(b,7) | (a,b).

Applicando tale osservazione al nostro caso otteniamo

(a,b) = (b,T1)

= (r1,72)
= (T‘nfhrn)a
ma Tn—1 = Tn (n41 Per cui
(Th—1,Tn) =Tn. O
, N

Osservazione. L’algoritmo di Euclide ci fornisce anche un metodo pratico per trovare
Iidentita di Bezout, infatti V j =0,...,n avremo

T; =Xxja +yjb, con x5,y; € Z.
Infatti, sfruttando le equazioni dell’algoritmo di Euclide, avremo

To=a = (x0,Yo) = (1,0);
TT=—qia+b = (x1,y1) = (—qm1, 1),

pil in generale

T =Tjo2 — qiTj-1
= (xj—2a 4+ Yyj—2b) — qj(xj_1a+y;_1b)
= (%j—2 — gjXj—1)a + (Yj—2 — qjy;—1)b.

xo=1 |x1=—(qn o 19 TX2 T dX
Yyo=0" |y =1 Yj = Yj—2 — 4jYj—1

Esempio. Calcoliamo (5111,589) tramite I’algoritmo di Euclide:

Quindi

5111 = 8- 589 + 399,
5389 =1-399 + 190,
399 =2-190+19,
190 =10-19 +0.

Per cui
(5111,589) = 19.

Proposizione 1.6 — Divisore del prodotto di coprimi

Siano a,b € N tali che (a,b) = 1. Sia w € N tale che w | ab, allora: esistono unici
u,v € N tali che

e W=uv;

e ula,v|b.

Dimostrazione. Poniamo u = (a,w) e v = (b,w), dobbiamo verificare che u | a,v |
b,uv =w e che u,v siano unici:




1.2 PRIMI | 7
e Per definizione u é il massimo comun divisore di a e w, in particolare risultera
essere divisore di a.
e Analogamente v é un divisore di b.

e Per il teorema 1.4 sappiamo che

=(a,w) = u=xja+y1w;
v=(b,w) = v=x2b+yow,

quindi

uv=abxixz +w(yix2b+xjyja+yiyw) wlab
=wK, con K € Z,

ovvero w | uv. D’altronde 1 =xa+yb, ovvero

w=xwa+ywb
= (w,a)(w,b)S, con S € Z,
in quanto xw a & multiplo di (w,b) e ywb & multiplo di (w,a), per cui uv | w,

ovvero
uv =mw.

e Supponiamo che u’,v’ siano altri due interi che soddisfano la tesi, in particolare
avremo W'v’ = w, inoltre u’ | a e u’ | w, da cui

u | (a,w) =u.

Se per assurdo u' # (a,w) si avrebbe u < (a,w) e, per ragionamenti analoghi ai
precedenti, v/ < (b,w), da cui
w=u"v’
< (a,w)(b,w)

:W’

ma cio ¢ assurdo, quindi ' = (a,w) = u. Analogamente si mostra che v =v. [

Osservazione. Se poniamo D(n) ={d € N:d|n}, allora, se prendiamo a,b € N tali
che (a,b) =1, avremo
D(a) x D(b) «— D(ab),

dove la corrispondenza biunivoca é determinata da
(u,v) = uv,

che é biiettiva per la proposizione.

1.2 PRIMI

Definizione 1.7 — Insieme deti divisori

Si definisce l’insieme dei divisori di n € N come 'insieme dei naturali che dividono
1, OvVvero

Dn)={deN:d|n}.
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Definizione 1.8 — Primo .

Un naturale n € N si definisce primo se

‘D(n)| =2.

Osservazione. 1 non é primo in quanto |®(1 )| =1.

\.

C Teorema 1.9 — Divisore primo \

Siano a,b € N e sia p primo, allora:

plab = p|aoppurep|b.

N\ J

Dimostrazione. Supponiamo che p { a, per la primalita di p avremo che p # a, quindi

(a,p) =1,
per cui esistono x,y € Z tali che 1 =xa+yp, da cui

b=abx+ybp
=pN, con N € Z,

ovvero p | b. O

Proposizione 1.10 — Divisore primo per una succcessione

Siano aj,...,a, € N e sia p primo, allora:

plar-...-ax = Fj=1,...,n:plaj.

Dimostrazione. Basta applicare iterativamente il teorema 1.9, infatti
plaj-...-ax. = pla; oppurep|az-...-ag,
se p { a; avremo di conseguenza

pla; oppureplasz-...- ag.

Iterando il procedimento di arriva alla tesi. m|

T Teorema 1.11 —

Teorema fondamentale dell’aritmetica

Sia n € N tale che n > 1, allora esistono unici, a meno dell’ordine, p1,...,py primi
tali che

n=pi-... Pr.

-

Dimostrazione. Dimostriamolo per ampia induzione su n:

e Se n = 2 soddisfa banalmente la tesi in quanto 2 é primo e si scrive unicamente
come se stesso, in quanto non ha altri divisori primi.

e Supponiamo che, comunque preso 2 < m < n, esso sia prodotto di numeri primi.

Se n ¢ primo non ho nulla da dimostrare, supponiamo quindi che non lo sia.
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n non primo ammette un divisore non banale, ovvero esiste T < n; < n tale che
n; | n. Poniamo quindi n; = n%, di conseguenza 1 <n; <ne
n=niny.

Per induzione avremo

Ny =Pi-... Pr;
/ /
Ny =pi-...pr

da cui
!

N=pP1-c.-PrP] ve. Pre

Per dimostrare 1'unicita, supponiamo che

q1 .. s =M=P1-... Pry
dove

g1 < q2 < - - < (s

P1<pP2<--<Pr
Voglio mostrare che r = s e che qj = pj. Ora, per la proposizione 1.10, q7 [ p1 ... pr
implica

3j:qilp; = q1 =pj,
in quanto entrambi primi. Analogamente si mostra che

Firpilai = p1=qs
Per cui

P1 <Pj=0q1 < qi =Py
ovvero p1 = q1, da cui

qg2-..." Qs =P2- .. " Pr.

Iterando ottengo s =T e p; = qj. O

C Teorema 1.12 — Equivalente del teorema fondamentale dell’aritmetica

Sia n € N tale che n > 1, allora esistono unici p1,...,pr primi distinti e
mip,...,my € N tali che
n=py" ... Py,

con py <:-- < Py

- J

|  Dimostrazione. Segue immediatamente dal teorema fondamentale dell’aritmetica. O

1.3 PROPRIETA ELEMENTARI DEI PRIMI

Teorema 1.13 — Cardinalita dell'insieme dei numeri primi

Esistono infiniti numeri primi.

|  Dimostrazione. Sia p; = 2 e supponiamo per assurdo che py,...,ps siano tutti i numeri
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primi. Sia ora
N=pr-...-ps+1€N.

Osserviamo che
(N)pj) =1L, Vji=1,..,s

in quanto
1—N

P;j

1=r7p; + N.
Ora, per il teorema fondamentale dell’aritmetica, avremo
N=gqi"" -...-q,
dove q1,...,q; sono primi, ma, per quanto osservato a proposito di (N,p;), avremo che

{Q1,--->Qr}ﬂ{P1>~-»Ps}:w)

ma cio é assurdo, in quanto avevamo supposto che non vi fossero altri numeri primi. [

Osservazione. FEsistono numerose dimostrazioni alternative di questo teorema,
un’altra strategia € la seguente: consideriamo la seguente sequnza di interi

(an)nen € N~! y

tale che
(an,am) =1,V n>m.

Allora, se (1 )nen € una sequenza di numeri primi tali che
l'k | Ay

si ha che {lx} sono tutti distinti e sono infiniti.

Esempio. Costruiamo la sequenza a,, come segue:
ar =2,
a=2+1=3,
a3 =2-3+1=7,
as=2-3-74+1=43,
a5 =2-3-7-43+1=1807,

an = (an71 - ])anfl + 1)

allora a,, soddisfa il criterio.

Esempio. Mostriamo che la sequenza (22 + 1)xen soddisfa il criterio. Per farlo,
verifichiamo che

n—1
2" —1=3]]2" +1,
j=1




1.4 ALCUNI RISULTATI E PROBLEMI SUI PRIMI \

¢ sufficiente sviluppare 22" — 1 come differenza di quadrati:

n

22

Il
N
e,
_|_
—
N
N
|
=

Affinché il criterio sia valido, dobbiamo mostrare che tutti gli elementi della sequnza
sono coprimi. Se per assurdo

pl (22 +1,22 +1), con k< t,

allora, in particolare, p | (22 +1) e, per linearita, dividerebbe anche ogni suo multiplo,

da cui
t—1

pl3]]2* +1.

j=1

Ma, per quanto mostrato
t—1
3[[2 +1=2*" -1,
=T

ovVVero
t
pl(2* -1).
Quindi, ancora per linearita

Pl +1)— (22 —-1)=2,

da cui, per la primalita di p, segue p = 2. Ma ci6 & assurdo in quanto p | 22" 41 che
é dispari. Quindi la successione soddisfa il criterio.

1.4 ALCUNI RISULTATI E PROBLEMI SUI PRIMI

Definizione 1.14 — Funzione enumerativa dei primi

Si definisce funzione enumerativa dei primi ’applicazione che associa ad ogni numero
naturale n il numero dei primi non superiori ad n, ovvero

n(n) =|{p <n}.

Esempio. Alcuni valori della funzione 7t
e 11(1) =0;
o m(2) =1,
e (100) = 25.

"
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Teorema 1.15 — Teorema dei numeri primi

Sia 7t la funzione enumerativa dei numeri primi, allora:

X
(x) ~ —
Inx
|  Dimostrazione. Sirimanda ad un corso superiore di teoria dei numeri. a
'a p

Osservazione. La dimostrazione sfrutta ’anialisi complessa attraverso lo studio della
funzione zeta di Riemann -
1
C(S) = Z 5)
n=1

la quale & una funzione differenziabile (olomorfa) nella regione

{seC|R(s)>1}CC.

Proposizione 1.16 — Stima della funzione enumerativa dei numeri primi

Sia 7t la funzione enumerativa dei numeri primi, allora:
i(x) > log;(log, x) — 1,

per x > 2.

Dimostrazione. Sia k = max{j : 227 41< x}, mostriamo che

7(x) = k.
Infatti _ .
,x]N{2%¥ +1:jeN}={5,17,...,2% +1},
OVVero )
#((1,xN2¥ +1:jeN}) =k,
da cui

7(x) = #{p primo :p <x} > #(I,N{2% +1:jeN}) =k
Infine, per ipotesi, 22" 4 1>xdacui 22 > X, OVVero
k+1 = lng(Ing X),

quindi
7(x) = k > log,(log, x) — 1. O

‘4 Teorema 1.17 — di Gauss \

Sia 7t la funzione enumerativa dei numeri primi, allora:

7(x) ~ li(x) := L l(ril_tt
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Dimostrazione. Applichiamo il teorema dei numeri primi (1.13), mostrando che

li(x) ~ x
Inx

Sviluppiamo li(x) per parti, escludendo 'intervallo (1,2) per evitare che l'integrale sia

improprio,
gy
2 Int  Int|, J; In?t
_x 2 r dt
T lnx In2 ' J; w2t

Osserviamo che

JX dt Jﬁ dt JX dt
_— = __|_ -

> In?t 5> In?t \/zlnzt
X
<X+ ——
VX In? /X
<6 d
X per X granae
In? x
per cui
X X
li(x) = — + E(x), con |E(x)| <6—5—.
Inx In“x
Ora
E
lim | (XX” —0,
x—0 m
da cui X
li(x) ~ —. O
Inx

C Teorema 1.18 — di Chebicev \

Sia p la funzione enumerativa dei numeri primi, allora:

X X
Jcy,c2 eR":c1— < m(x) < c2—i)\
Inx Inx
con0<ci<l<crex>=2.
|  Dimostrazione. A pagina 93. O

Osservazione. Chebi¢ev dimostro questo teorema in modo elementare, senza 1’utilizzo
dell’analisi complessa.

1.5 LA FUNZIONE PARTE INTERA

Definizione 1.19 — Parte intera

Si definisce parte intera di & € R come il pitt grande intero minore di «, ovvero

[l =max{m € Z:m < «}.
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Osservazione. Analogamente si pua definire [«] come 1'unico intero m € Z tale che

m<a<m+1.

Esempio. Consideriamo 71, avremo

Proprieta 1.20.
x—1< [« <«

Dimostrazione. Dalla definizione sappiamo che
[l S a <[] + 1,

da cui
0<a—[al<l < —a<—[a] <1 —q

OVVero
ox—1< o] <o

Proprieta 1.21. Se o > 0, allora

(o] = 1
neN
n<x
Dimostrazione. Osserviamo che
1T=#(NnIo,«),
neN
n<ax

ma per definizione [«] = max{m € Z : m < «}, da cui

[ = #(N N[0, od).

Proprieta 1.22. Se n € Z, allora

[x +n] =[] +n.

Dimostrazione. Per definizione [«] é 1'unico intero tale che
o] <<l +1,

da cui
+n<a+n<[al+n+T,

ovvero

[x +n] = [&] +n.
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Proprieta 1.23.
lo] + [B] < [oe 4 B] < [o] + [B] + 1.

Dimostrazione. Sappiamo che [o < o e [B] < B, da cui
lo] + [B] < ax+ B,

d’altronde, [« 4+ B] ¢ il piu grande intero minore di o + {3, e chiaramente [ + [3] & un
intero, per cui
lod] + [B) < [+ BI.

Infine
o+ B] = [[od + [B] + & — [od + B — [B]]
2 1o + 18] + [o— [od + B — [B],

]

dove, per la proprieta 1, avremo

per cui
0<a—[ld+p—[Bl<2 = [a—[a]+B—[B]] <1,
ovvero
loc+ Bl < o] +[B]+1 O

Proprieta 1.24.

o+ =40 “EZ

ETEETI agz
Dimostrazione. Se « € Z, ovviamente [a] = & e [—&] = —«, per cui

(] + [—] = 0.

Se « ¢ 7, per definizione [«] < « < [&] + 1, ma, dal momento che [a] # &, avremo
ol < x <[] + 1,
ed analogamente [—a] < —x < [—a] + 1. Sommando membro a membro otteniamo
lod + [—a] < 0 < [od + [—a] + 2,

ovvero

[o] 4+ [—od < O [o + [—a] > —2,

quindi, dal momento che [o] + [—] € Z,

o] + [—a] = —1. O

Proprieta 1.25.
—[—a] =min{k € Z:k > «of.

Dimostrazione. Basta applicare la definizione di parte intera al contrario, sappiamo infatti
che [a] = max{m € Z : m < «} ¢ 'unico intero x tale che x < &« < x + 1, analogamente

15
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avremo che y = min{k € Z : k > o & 'unico intero tale che
y—I<a<uy.

Ci basta quindi verificare che —[—a] soddisfa tale disuguaglianza, ma cid discende proprio
dalla definzione di parte intera di —c, infatti

[l —1T<a<—[—o < [ <—a<[—a]+1,

oVVero
—[~a] =min{lk € Z: k > «f. m|

Proprieta 1.26.

Dimostrazione. Sia m € Z, per definizione [«] = max{k € Z : k < «}, per cui m = [«] se
esoltantose m < e, presok€Z,sihak<a < k<m

o o] _
x o o
) o
n noon
quindi, dal momento che la parte intera di 3 ¢ [%], si avra

)<

Sia ora k € Z, avremo

w
N
=

3 =
N

w
CR AN AR TR
)

3
N
R

<— k<

~
N
SRR

da cui, per 'osservazione iniziale, si ottiene la tesi. O

Proprieta 1.27.

133

u
N

Il
——
2 R
.
w w»
(¢} (¢}
—_
{2 &
VA
[STECSTE

Dimostrazione. Ricordiamo che {x} = x — [x]. Se {a} < %, allora, per la proprieta 1,

1 1
Ogocf[oc]<§ = 0§oc—[oc]+§<1

— [cx]<oc+]§<[cx]+1,

ovvero
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Analogamente, se {«} > 15, avremo

3
2

<2

N

x—[o <1 <<= 1<a—[a +

N =

= I <a—[a+

=N =N =

= [Oc]+1<oc+§<[od+1+1,

ovvero

{oc—l—%}:[oc]—l—]. O

Proprieta 1.28.

Dimostrazione. Osserviamo che

Z]z#{meN:mga,nlm},

meN
m<a
njm
ovvero X
teN:t< — }
#{ <=1
quindi, applicando la proprieta 2, si giunge alla tesi. O

Definizione 1.29 — Valutazione p-adica

Siano p un primo ed n € N, si definisce valutazione p-adica v,(n) di n come il
massimo intero non negativo tale che

pvp(n) |T1, ma pvp(n]+1 JfTL

Osservazione. Sen =p7' -...-pgs, allora
vp, (M) = &,
mentre, se p 1 n, allora

vp(n) =0.

\. J

C Teorema 1.30 — Valutazione p-adica del fattoriale \

Siano p primo ed n € N, allora

vplnt) = 3 [1%] .

=1

17
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DIVISIONE E FATTORIZZAZIONE

Dimostrazione. Osserviamo che

infatti

Quindi

cid in quanto, se k =p7" -

Per cui
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2.1 INTRODUZIONE

Definizione 2.1 — Funzione aritmetica .

Una funzione aritmetica é un’applicazione

f:N— C.

Definizione 2.2 — Funzione moltiplicativa

Una funzione aritmetica si dice moltiplicativa, se

flnm) =f(n)f(m), Vvn,meN: (n,m)=1.

Definizione 2.3 — Funzione totalmente moltiplicativa .

Una funzione aritmetica si dice totalmente moltiplicativa, se

f(nm) = f(n)f(m), Vn,m e N.

k ¢ una funzione totalmente moltiplicativa.

Esempio. o f(n)=n
e f(n) =1 ¢ una funzione totalmente moltiplicativa.
e f(n) =Inn non ¢ una funzione moltiplicativa.

e dn) = #{deN:d|n} ¢ una funzione moltiplicativa, ma non totalmente,
infatti
d(p?) =3 #d(p)d(p) =2-2=4.

e 0(n), che & la somma dei divisori di n, ¢ una funzione moltiplicativa, ma non
totalmente, infatti

o(p’) =1+p+p° #o(p)olp) =1+2p+p’

Definizione 2.4 — Trasformata di Dirichlet
Sia f una funzione aritmetica, si definisce trasformata di Dirichlet di f la seguente
funzione

\.

C Teorema 2.5 — La trasformata di Dirichlet & moltiplicativa

Sia f una funzione moltiplicativa. Allora la trasformata di Dirichlet g di f &
moltiplicativa.

N\ J
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Dimostrazione. Per 1'osservazione del teorema 1.9, sappiamo che, presi n,m € N con
(n,m) =1, si ha una corrispondenza biunivoca

D(n) x D(M) +— D(nm),

tramite lapplicazione (u,v) — uv.
Vogliamo mostrare che

gm) =3 f(a),

din

& moltiplicativa, cioé che g(nm) = g(n)g(m) se (n,m) =1. Ora

gmm)= Y f(d)

dlnm

(u,v)ED(N)XD(mM)
ma (n,m) =1, quindi (u,v) =1, ovvero
fluv) = fwf(v),

per la molteplicita di f. Per cui

> fluv)= > > fuf(v)

(u,v)ED(M)XxD(m) ueD(n)veD(m)

I
M
s
£
M
=
=

Corollario. La funzione
dn)=#{deN:d|n},

¢ moltiplicativa.

Dimostrazione. Dalla definizione di d segue che

d(n)zZ],

dn

ovvero d ¢ la trasformata di Dirichlet della funzione (n) = 1, la quale ¢ banalmente
moltiplicativa. O

Corollario. La funzione o(n), somma dei divisori di n, ¢ moltiplicativa.

Dimostrazione. Dalla definizione di o segue che

o(n) = Z d,

din

ovver o ¢ la trasformata di Dirichlet della funzione identita id(n) = n, che & moltiplicativa.

O
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Osservazione. Supponiamo che f sia moltiplicativa, allora

e Se f non ¢ la funzione nulla, f(1) = 1, infatti, preso a € N tale che f(a) # 0, si
avra

fla) ="f(a-1)=f(a)f(1),
ovvero f(1) = 1.

o f(py' - ps) =1f(pT") ... f(pTs), con p1 < p2 <...< Ps, OVVero

~TTepe
P

Proposizione 2.6 — Scrittura alternativa delle funzioni enumerativa e

somma dei divisori
Sian=p7 ... -p¥, allora

s aj+1_1

(n) :H(ocj +1) e o(n) :H]—_]
j=1 i1 Pi

Dimostrazione. Segue dalla molteplicita di d e di o, infatti

d(pi" -...opgt) =dlpy") ... d(p)

Hoc]—i—l

7

Analogamente
(P3 pe) =o(p7')...o(pg)
s %3]
=11>_»
j=1k=0
s aj+1
_ i | O
N i —1
=1 Pj
2.2 NUMERI PERFETTI
Definizione 2.7 — Numero perfetto .
Un numero naturale n si definisce perfetto se
o(n) =2n.

Osservazione. I numeri primi non sono mai perfetti, infatti

o(p) =14p #2p, V p primo.

Osserviamo che vale anche o(n) = 1+n = n primo, questo poiche, se per assurdo
n = ab, dove a,b sono divisori propri di n, si avrebbe

omn)>2n+l1+a+b#n+1.




<) dovuta a
FEuclide

=) dovuta a
Eulero

ricordiamo che
(1+u) <ou)

alb = %a:

b
b= Z21Ib

22
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\.

Esempio. 6 é un numero perfetto, infatti
o(6) =0(2)0(3)=3-4=12=2-6.
Anche 28 é un numero perfetto, infatti

0(28) =0(4)o(7)=7-8=56=2-28.

[

N\

Teorema 2.8 — Numeri perfetti pari

Sia n € N pari. Allora n é perfetto se e soltanto se

n=2""12™—1), con 2™ — 1 primo.

Dimostrazione. Supponiamo che
n=2mT2m_1),
con 2™ — 1 primo, allora
on)=o2™ No2™—1)
=(14+2+...+2™H2™—1+1)
=2m™—-1)22m
=2n,

dove la penultima uguaglianza discende da

Za @ lez2pen g,
a—1

Sia m un numero perfetto pari, per cui
n=2m"Ty,
dove u ¢ dispari e m > 1. Ora, n & perfetto, quindi 2n = o(n), da cui
2™y = o(2™ o(u) = 2™ — 1)o(u),

oVVero
2Mu
o(u) P
2"Mu—u+u
2m —1
u
=u-+ Jm ]
quindi
u
P =o(u)—ueN
per cui
2y = zmu_1 | .
Quindi sappiamo che
u
ou) =u+ 7

che sono entrambi divisori di u. Ricordiamo che o(u) ¢ la somma dei divisori di u e che
o(u) > u+ 1. Per cui avremo necessariamente

u
ovvero

u=2m"-1. O
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Osservazione. In generale basta trovare un primo della forma 2™ — 1 per avere un
numero perfetto.

Esempio. Alcuni numeri perfetti trovati tramite il teorema:
e 2.3=¢6;
o 22(23 1) =28;
e 24(2°—1)=16-31 = 496.

Definizione 2.9 — Numero primo di Mersenne

Un numero primo della forma
2m—1,

si definisce numero primo di Mersenne.

Osservazione. Si conoscono solamente 49 primi di Mersenne e non ¢é stato dimostrato
se sono o meno infiniti. Il pit grande conosciuto ¢, ad oggi,

274207281 o 1)

che ha piu di 22 milioni di cifre.

Proprieta.
2™ — 1 primo = n primo.

Dimostrazione. Se per assurdo n = ab, con a,b divisori propri di n, si avrebbe

M —1=20"—1
= (2% =N +2%+220 4. 200719,

che é una fattorizzazione propria di 2™ —1 se a > 1. Ma cio & assurdo in quanto avevamo

supposto che 2™ — 1 fosse primo.

O

Osservazione. Fino ad oggi non ¢ stato dimostrato se esistono o meno numeri perfetti
dispari, di seguito andremo a mostrare alcuni risultati in questo ambito.

Proprieta. Se n é un numero perfetto dispari, allora
e 1> 10190,

o il pit grande dei suoi divisori primi ¢ maggiori di 10%.

Proprieta (Teorema di Eulero). Se n & un numero perfetto dispari, allora

n=p"+1Q2,

dove p =1+ 4k e Q? & un quadrato perfetto.

23
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2.3 LA FUNZIONE DEI DIVISORI

Definizione 2.10 — Notazione di Vinogradov

Prese due funzioni aritmetiche f, g, diremo che
f < g, per n — +o0,

se esistono A, B costanti tali che

Wl A vn > 8.

lg(n)]

Osservazione. f < g < f=0(g).

\

C Teorema 2.11 — Stima superiore della funzione dei divisori

Preso € > 0 qualsiasi, risulta

d(n) < nf, per n — +oo.

& J

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0 e, senza perdita di generalita, assumiamo che ¢ < 1. Sia
n=p7 -...-pg, avremo

dn)  oq+1 s + 1

e ¢ PR
n P p-e

vogliamo stimare ciascun fattore. Avremo quindi due casi:

e Se2<p;< 2%7 avremo
2% < pyit < 2%,

da cui

Ora
29 > 14+ eqyln2,

in quanto, per Taylor,
29¢ =2 =1 4 e o5In2+ ofe o In 2).
Infine
T+eoa;In2 > (1+0y)eln2,
& vero poiché

1
eln2 <1 «<— £<E’

che ¢ soddisfatta in quanto € < 1. Per cui avremo
o5 + 1 1
< .
pic eln2

1
e Se p; > 2+, avremo

p;‘j£>2“i > 14w,
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dove I'ultima disuguaglianza é vera poiché

2= (14+1)

x

> ()

(5) : (%)

=T+«

[}

V

Per cui avremo

Concludendo, abbiamo che

£ )
n T P ol In2
‘pj<21/5
da cui
dn 1
( )g
ne ] eln2
i=1
pj<2'/e
1
<
= H eln2
-p<21/r.

cio¢ d(n) <« n®.

Esempio. Se prendiamo ¢ = %, avremo

per cui

C Teorema 2.12

Preso ¢ € R, la disuguaglianza
d(n) < In°n, per n — +oo,

¢é falsa.

— Impossibilita di stimare meglio la funzione dei divisori

/

Dimostrazione. Fissiamo c, la strategia é cotruire una sequenza di numeri infinita, tale

25

P € un generico
primo
indipendente da n



OVVETO

P1=2,p2=3,
€ecc.
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che
d(n) > klnn, vV k > 0.

Fissiamo 1 = [c], la sequenza ¢ la seguente
n=(pipz-... pre1)",meN,

dove p; ¢ I'i-esimo numero primo. Ora d(n) = (m+ ' elnn =mln(py -... pis1),
da cui

dn) = (m+ 1!

> bt
L1
b (In(pr oo pre1))
[
(In(p1 ... - p1s1))
1
— (lnn)l+1
T
(ln(p1 e ~p1+1)) +

> k(lnn)¢,

dove l'ultima uguaglianza & vera se e soltanto se

()" > k(Infpy ... pin)t,

che é soddisfatta per ogni n sufficientemente grande. |

Definizione 2.13 — Costante di Eulero-Mascheroni .

La costante di Eulero-Mascheroni 'y & definita come il limite della differenza tra la
serie armonica troncata e il logaritmo naturale,

mn
. Z 1
T nl_lffoo <k1 k 1HT1> .

Osservazione. La costante di Eulero-Mascheroni converge, in particolare

y ~0,577215649 ...

\. J

C Teorema 2.14 — Stima asintotica della serie armonica tramite vy

Vale la seguente stima

Z lzlnY—l—y—i—O(l), con Y — +o0.
n Y

n<yY

Dimostrazione. Preso Y > 1,Y € R, vale la seguente identita
Y

1 Y] ul
Y oamv ]

n<y 1



infatti

Da cui

M Y {w
71—7+1nY—J

[y

1 u?

Sia quindi

u2

y:1—J+OO{LL}du

dove

che implica vy € R e y > 0. Sia inoltre
+o00
E(Y) = J {u}

Y

Avremo quindi

— du—
u2

— du

o J*m )

Y

2.3 LA FUNZIONE DEI DIVISORI \

— du.
U2

Y

> 1 =InY+vy+E(Y).
n

n<yY
Resta da mostrare che E(Y) <« 17, infatti
“+00 du
Evi<| 5
Y uw
+o0o

1
Y

27
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C Teorema 2.15 — dell’

iperbole di Dirichlet

Vale la seguente stima

Y d(n) =InX+ (2y — DX+ O(VX), con X — +oo.

n<X

Dimostrazione. Sappiamo che

dn)=> 1,

dn
per cui
E d(n) = E E 1= 1,
n<X n<X dn a,beN
ab<X

questo poiché esiste un corrispondenza biunivoca
{(a,b) eN|ab<X}+—{(n,d)eN:n<X,d|n},
tramite le applicazioni
(a,b) — (ab,a),

(d, %) “(n,d).

Ora, come mostrato nella figura 2.1, 3, <x T ¢ il numero di punti a coordinate intere

che si trovano al di sotto dell’iperbole ab = X. Preso il punto P = (v/X,vX), posso
quindi considerare tale superficie suddivisa come nelle tre regioni in figura. Avro quindi

in 11T ho Y i=r+n-m=20-1m=2 % Y 1-(WX)?
precisamente %
[VX] punti di b g’g@’ ag<vX b X

per ognuno dei
[VX] punti di a

applico la
proprieta 9 della
parte intera

la stima della
serie armonica
viene dal teorema
precedente

da cui

Y dnmy=2 Y m — (VX = {vVX))?
n<X ag<vX

<1
—~=

2y Xy {X}_x+z{X}¢>?_{X}2
a a ——
agvX a<v’X <2vX <1

<2vX
=2X ) %—x+o(\/>’<)
a<vVX
=2X [1n\/>?+y+o (\/17()] —X+0(Vx)

=XInX + (2y — )X+ O(VX).

Osservazione. Un risultato molto piu debole

> d(n) =XInX+0(X),

n<X
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P(VX,VX)

ab=X

111 I

Figura 2.1: La porzione di piano sottesa da ab = X, suddivisa in 3 regioni.

pud essere ottenuto piu facilmente troncando il secondo termine significativo, infatti

22 1= )0

n<X dn d<X ngX
din

:th+y+o l}+om)

=XInX+vX+0(1
= XInX + O(X).

+ O(X)

Osservazione. Esiste una congettura, equivalente all’ipotesi di Riemann, che stima
lerrore di

> d(n),

n<X

come O(X1/4).

C Teorema 2.16 — Stima superiore della funzione somma dei divisori

Consideriamo la funzione somma dei divisori o, allora

on) < nlnn.

Dimostrazione. Osserviamo che 'applicazione

DW%@W@H%

& un involuzione, ovvero é un applicazione biunivoca che ha se stessa come inversa. Da

29

i termini O(1) e
v X vengono
inglobatt da O(X)
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cui n
on)=) d=>» =
d
din din

Segue

1 1
“rLgsnl g

din ds<n

1
=n [lnn+y+0 (b)} < 2nlnn,

quando n ¢ sufficientemente grande. Ovvero o(n) < nlnn.

C Teorema 2.17 — Stima asintotica della funzione somma dei divisori

Consideriamo la funzione somma dei divisori o, allora

Y on) = %XZ +0(XInX).

_ - Y,

Dimostrazione. Per definizione di o avremo

vedi la ZU(“):ZZd:ZZ%

dimostrazione del n<X n<X dn n<X dn
teorema precedente d
=22 amX2m
n
dg<XngX d<X mg X
din d

dove 'ultima uguaglianza & vera in quanto d | n implica n = md, inoltre n < X, da cui

n X
d " d
Ricordiamo la ben nota formula per la somma dei primi N numeri interi
N N(N +1)
) k=—F
k=1
da cui
n- 2zl (&)
d<X mg X a<x z|d d
1 (x X 1 X2 X
= +om> <+0(1)>=Z(2+o<>>
2 = d d 2 = d d
X? 1 1
per il teorema = — —+0 X —
precedente 2 d<x d é d
< XInX
X2 & X2 1
d=1 a>X

Ricordiamo il criterio del confronto integrale per serie:

X X X
J f(t)dt < E f(n) <<J f(t) dt,
1 iy 1
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dove f é continua e f > 0. Quindi
1 teodt 1
P . &=x
ovvero
X; > % =0 (x2;(> =0(X),
a=Xx

infine, dal momento che il termine O(X) viene inglobato da O(X1n X), avremo
X “+00
Do == Z —2 O(XInX)
n<X d=1

T2
12x +0(XInX). m|

2.4 FUNZIONE DI MOEBIUS

Definizione 2.18 — Funzione di Moebius

Si definisce funzione di Moebius la seguente funzione aritmetica

1 sen=1
un) =< (—1)* sen=pj;-... ps
0 se n ha un fattore quadratico

Osservazione. Dire che m ha fattori moltiplicativi, significa affermare che esiste p
primo tale che

p*In.

\. J

C Teorema 2.19 — u & moltiplicativa \

La funzione p di Mdebius é moltiplicativa.

N\ J

Dimostrazione. Siano n,m € N : (n,m) = 1, dobbiamo mostrare che p(mmn)
p(m)u(n). D’altronde se p(m)u(n) = 0 certamente esistera un primo p tale che p
divide n oppure m, in entrambi i casi

N

Ip?nm = pu(nm)=0.
Se, invece, pw(n)u(m) # 0 avremo due possibilita
e n=10m=1, da cui segue banalmente la tesi;
e n#1ems=#1, quindi, per definizione di p
n=7pi- ... Ps,
m=qi-... qr

quindi u(n) = (—=1)% e u(m) = (—1)". Inoltre u(nm) = (—1)""% in quanto (n,m) =
1 implica che p; # qj, V 1,j.

O

31
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Osservazione. | non é totalmente moltiplicativa, infatti

1=n(2)u(2) # p4)=0.

\.

C Teorema 2.20 — Trasformata di Dirichlet di 1
La trasformate di Dirichlet di pn &

1 n=1
D md)=

0 n#T

dn

- J

Dimostrazione. Ricordiamo che per il teorema 2.5 la trasformata di Dirichlet di una
funzione moltiplicativa & a sua volta moltiplicativa, quindi

gn) =) u(d),

din

é moltiplicativa in n. Ora

inoltre, se o > 1,

Infine, per la moltiplicativita di g, avremo

gln) =g(py" ... &)
=g(py") - g(pd)
0

C Teorema 2.21 — Prima legge di inversione di Méebius

Sia f: N — C una funzione aritmetica. Sia g: N — C la trasformata di Dirichlet di

f, allora
) = 2_fld) = f(m)=3_ h(dg(3)-

din

N\ J

Dimostrazione. Ricordiamo che esiste una corrispondenda biunivoca dell’inisieme dei
divisori di n in se stesso tramite d — 7, per cui
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dove e, sono fissati, inoltre n = d f,d = ek, per cui

n n n
f=-=— = f|—.
d ek |e

In conclusione

ovvero

\.

Esempio. Consideriamo la funzione ¢ di Riemann

1
{(s) = Z S > 1
n=1
e consideriamo
© un)
F(S) = TE )
n=1

dove |p(s)| € {0, 1}, per cui F(s) converge totalmente per la convergenza di {(s) quando
s> 1.
Facciamo il prodotto tra le due funzioni

i 1< u(m) ax
Y m_y M 5o
n=1 i m=1 neN (TTLTL)S k=1 ke
meN
dove
1 k=1
ac= ) pm) =) u ):{
n,meN mlk 0 k#]
mn=k
Ovvero
“+o00
Ay
Pl

N\

Siano g: N — C e f: N — C funzioni aritmetiche tali che

_ ¥ (D),

dn

allora

= Zf(d)

din

33

in generale s € C
con R(s) > 1
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dalla
corrispondenza
biunivoca di D ()
n se stesso
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Dimostrazione. La dimostrazione é analoga a quella del teorema 2.21, infatti

Siw-Y 5 u(?)ee

dln din eld
=3 gle) ; k(5g)
=) gle) (D ud)
eln dl ¢
=g(n).

2.5 FUNZIONE DI EULERO

Definizione 2.23 — Funzione di Eulero .

Si definisce funzione di Eulero

en)=#{xeN[x<n,(x,n)=1}.

Osservazione. Analogamente @ si puo definire come la cardinalita degli invertibili di

L, OVVETO
em) =#U| —
nz)’

C Teorema 2.24 — Trasformata di Dirichlet di ¢

\.

La trasformata di Dirichlet di ¢ &

N\ J

Dimostrazione. Per ogni divisore d di n consideriamo

Dg={xeN|x<n,(x,n)=d}C{1,...,n}.
Osserviamo che se d # d’ avremo Dgq N Dy, = (), per cui
|_|®d:{1)---)n})
din
ovvero
n=#{1,...nt=#|||Da| =D |Dal
din dn
Consideriamo ora n n
D/d:{XEN‘]gxga,(X)E) =1 })
quindi, per definizione, "D’ d’ = @(7). Esiste una corrispondenza biunivoca fra D4 e D’4
tramite




2.5 FUNZIONE DI EULERO \

Per cui

n=D |Da|=3_|D'dl

din din
zch(%):Z(p(d)- O
din din

T Teorema 2.25 —

Inversione di Moebius applicata a ¢

La funzione ¢ di Eulero puo essere riscritta nella forma

o(n) = @z

din

- J

Dimostrazione. Segue banalmente dalla prima legge di inversione di Moebius (teorema
2.21). Infatti, dal teorema precedente sappiamo che

Z (p(d) =mn,

din

quindi conosciamo la trasformata di Dirichlet di ¢, applicando la legge di inversione
otteniamo n
n) = d)—.

o) =) )y O

din

Teorema 2.26 — ¢ é moltiplicativa

La funzione ¢ di Eulero é moltiplicativa.

Dimostrazione. Dal teorema precedente sappiamo che

o)=Y W@,

din
ora, la funzione p di Méebius ¢ moltiplicativa, pertanto lo sara anche p(d)/d. Inoltre
p(d)
Z d "’
dn
& moltiplicativa in quanto trasformata di Dirichlet di una funzione moltiplicativa. Quindi

o) =ny MY,

din

& moltiplicativa. O

35
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C Teorema 2.27 — Scrittura alternativa di ¢

Supponiamo n > 1 e sian=p{" -...-pX, allora

S
1
@(n) :nH (1 — —) .
ol Ps
j=1
Dimostrazione. Dal teorema 2.25 sappiamo che

om) =ny 9,

dn

definiamo quindi la funzione

h(n) := Z #

din

che per definizione ¢ moltiplicativa. Quindi

h(n) =] [n(p;"),
j=1

dove v2)
‘ u(pj 1
h(pg"l)=1+”(p’)+ pz’ +o=1——.
Pj P;j Pj
-0

Osservazione. L’ultima uguaglianza puo essere ancora raffinata, infatti

S .I S ) S .I S ) )
nH(“.>:HP?J (“)ZH(P?]—P?’ -
j=1 P; j=1 j=1 P j=1

\

-

Teorema 2.28 — Disuquaglianza applicata a ¢(n)o(n)

Vale la seguente disuguaglianza

T _eMmjom)
5 < <1
N S y
Dimostrazione. Preso n € N, scriviamone la fattorizzazione n = pJ' - ... . pXs.
Richiamando i teoremi 2.6 e 2.27 avremo che
s OCj+1 1 s 06j+1 70(j71 s 70(]'71
att T (1 —p; ) 1—p.
| e e | e
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Quindi
N s o —1
e(n)o(n) ( 1 ) T—p; 7
T ) T
=11 . =
n j=1 Pi/ 55 T—7p;
s —o—1
1 1Y
- H“ —Pj ) 1 ] -1
j=1 Pj
= 1_.[] o +1 <1
=1 P
Inoltre

m=2
- n+1 1
T 2n 2’

dove 'ultima uguaglianza si mostra facilmente per induzione.

\.

Osservazione. La stima inferiore puo essere migliorata, infatti

> 1 1 1 6
(1 o) T ) = =

j=1 j P

(

-

Teorema 2.29 — Stima inferiore di @

Vale la seguente stima

n
on) > o Per n — +oo.

Dimostrazione. Dal teorema 2.16 sappiamo che
on)<«<nlnn < =

ora, per il teorema precedente

Osservazione. Si pud dimostrare che in particolare vale il seguente
n

n)>
on) eyln(lnn)+m’
ovvero
n)>—1
¢ In(Inn)”

Inoltre @(n) < n—1 quando n # 1, quindi, in conclusione,

<n-—1.
In(lnn) <oem)sn—1
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ho stimato
p(d) =1
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Esempio. Sappiamo che

B +o00 1 1 B +o00 H(n)
C(S)—T;TF e Ts)—n:] s
allora N
Cs—1) @(n)
O = ,R(s) >2

puo essere scritto in funzione di {(s).

\

C Teorema 2.30 — Stima asintotica di ¢

Vale la seguente stima

> em) = %xz +0(XInX).

n<X

Dimostrazione. Applicando il teorema di inversione (2.21), otteniamo

Y o)=Y ) Zud

n<X n<X dn

Ora : :
> _r=3M(T+1)=5T>+0(T)

()]

Quindi, sostituendo nell’equazione iniziale, otteniamo

S ¥ m= 5 ula) |33 +0

d<x d<x

ﬂ\

L N n
-4y o3 oo

_ 1 x +0(XInX) = izxz +O(XInX).

2¢(2)
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dove

p(d) 1 ! X\ _
da<X d<<X

valgono rispettivamente per l'esercizio 7.5 e per il 'osservazione alla stima della serie
armonica (teorema 2.14). O

Osservazione. Esiste una congettura, equivalente all’ipotesi di Riemann, per cui

> om) = %xz +0(x2re).

n<X

2.0 PRODOTTO DI CONVOLUZIONE DI DIRICHLET

Definizione 2.31 — Prodotto di convoluzione

Siano f,g: N — C due funzioni aritmetiche. Si definisce convoluzione (di Dirichlet)
di f, g la seguente funzione

(f+g)(n) :Zf(d)g<%).

dn

Osservazione. Le seguenti sono definizioni equivalenti

(Frg)my =3 (%) old)
= Y fla)g(b).

a,beN
ab=n

Esempio. Se consideriamo la funzione unitaria u(n) = 1, allora w*f ¢ la trasformata
di Dirichlet di f. Inoltre, per le leggi di inversioni

uxf=g <= f=pxg.

Osservazione. In particolare avremo

Uxd=u <= d=uxu,

1

ovvero W & invertibile e p=' = u.

Proposizione 2.32 — Funzioni aritmetiche costituiscono un monoide

commutativo

Sia A ={f:N— C}. Allora
(A, *),

costituisce un monoide commutativo.

|  Dimostrazione. La dimostrazione é una semplice verifica:

39



raggruppando le
coppie con lo
stesso prodotto
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o (f*g)*h="fx(g*h), in quanto

(fxg)xh= > f(a)g(b)h(c);

a,b,ceN
abc=n

o fx g = gxf segue dalla definizione;

e J0cA:fxdb=0xf=1Fcon

6(n)_{1 n=1

0 altrimenti

Esempio. Sia f € A, possiamo associare ad f una serie
f(n)
Cels) = Z s

neN

con s sufficientemente grande. Se ora consideriamo la funzione unitaria u e I'identita
5, avremo

nenN neN
5
Gols) = Y 2 =
neN

Ora, se esistesse & € R tale che f(n) = O(n%), si avrebbe (¢(s) < +oo per R(s) >

o + 1, infatti
[f(n)] 1
1Ce(s)] < Z = < Z o < too,
neN neN

per s >+ 1.

Lemma 2.33. Siano f, g € A, allora
Cf(S)Cg(S) = Cf*g(s)$

per s sufficientemente grande.

Dimostrazione. Andremo a sfruttare la definizione equivalente di convoluzione, infatti

Grls)gg(s) = 3 ) g olm)

n m
neN meN

5 f(n)g(m)

(nmjs

n,meN

=Y LY fgtm)

keEN ~ n,meN
=k

fxg)(k)
_y (9
keN

= Cf*g(s)-
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\.

Osservazione. Notiamo che possiamo scrivere la funzione somma dei divisori d(n)
come la convoluzione della funzione unitaria w in se stessa, infatti

u*u Zu ( ):Z1:d(n),

din din

quindi, per il lemma precedente

2

Cal(s) = Curul(s) = Cul(8)uls) = (Culs))” = (¢(s))7.

[

-

Teorema 2.34 — Invertibilita rispetto alla convoluzione

Sia f € A, allora
fellA) < (1) #0.

Dimostrazione. Se f € U(A), esiste g € A tale che
fxg=>2».

In particolare avremo (f * g)(]) =58(1)=1, ma

(fxg) (1) = ) fla)g(b) =f(1)g(1) =1,

quindi, necessariamente, (1) # 0.
Costruiamo 'inversa g con un metodo induttivo. Definiamo g(1) come
1

g(1) = "Dk

Procediamo con ¢(2), vogliamo che

per cui
0=(fxg)(2)= ) f(a)g(b)
a,beN
ab=2
=f(1)g(2) + f(2)g(1),
ovvero

O— f*g Zf ( )

din
d#£1

z ()

ovvero

41



ricordiamo che da
(n,m)=1 si
deduce una
corrispondenza
biunivoca tra

Dnm) e\ xL
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Quindi avendo definito
1
L -1
i) n
gn) =< _ a9(2) n#1
3 > f(d)g 1)
din
d#1
avremo che g € 'inversa di f. O
Osservazione. Quindi l'insieme
A ={feAlf(1)#0},
é un gruppo abeliano rispetto alla composizione.
Definizione 2.35 — Insieme delle funzioni moltiplicative .
Analogamente al caso delle funzioni funzioni aritmetiche, definiamo
M ={f: N — C | f moltiplicativa },
come l'insieme delle funzioni moltiplicative.

C Teorema 2.36 — M é chiuso rispetto alla convoluzione

Consideriamo l'insieme delle funzioni moltiplicative M* privo della funzione
identicamente nulla. Allora M* & chiuso rispetto alla convoluzione.

J

Dimostrazione. Siano f,g € M* e siano n, m € N tali che (n, m) = 1, dobbiamo mostrare

che
(fxg)(mn) = (f*g)(m)(f*g)(n).
Ora
(f+g)(mn) = d%ﬂf(d)g(“tin)
mn
= d%nf(ﬁ d2)9<d1dz>
dzIn
m n
= d%f(dﬂf(dz)Q(d]) Q(dz)
dlzln
- X f(dng(d) y f(dz)9<;>
dilm d;|n 2
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2.7 APPENDICE

Definizione 2.37 — Numero privo di fattori quadratici

n € N si dice privo di fattori quadratici se la fattorizzazione in primi di n & costituita
da primi a due a due distinti, ovvero

n=pj...-ps, conpy <...<7Ps.

Osservazione. Analogamente un numero n € N si definisce privo di fattori quadratici
se p? f n per ogni p primo.

Definizione 2.38 — Funzione caratteristica dei numeri privi di fattori

quadratici

Definiamo la funzione caratteristica dei numeri privi di fattori quadratici come

1 semn é privo di fattori quadratici
Ha(n) =

0 altrimenti

Osservazione. Dalla definizione segue che

dove u ¢ la funzione di Mdéebius. Da cui segue, per la moltiplicativita di u, che pu, &
moltiplicativa.

Proposizione 2.39 — Scrittura alternativa di p,

Consideriamo la funzione p;, allora

ua(n) = ) u(d).

dZn

Dimostrazione. Sen =1

2 uld=p)=1=w).

azn
Se n =p*
D u@ {1 x=t n2(p®)
= = 2 .
atpe 0 a>=2
Infine, se n =pJ' -...-pgs # 1, per la moltiplicativita di p e di p, avremo
D oum) =) ulpy) ... up)
d2n d2|n
= > upf) e ) upd)
azlpyT afpse

u(py') - oupse)
u(n). a



per la proposizione
1.28 sulla parte
intera

ho stimato

d
I-Ld(}) g 1
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\

Osservazione. Se definiamo la seguente funzione

x2(k) =

1 se k é un quadrato
0 altrimenti

allora avremo

ua(n) = xa(d)u(d).

dn

N

C Teorema 2.40 — Stima della cardinalita di numeri privi di fattori

quadratici

Vale la seguente stima

> wm) = %x+o(\/§).

n<X

Dimostrazione. Applicando la proposizione precedente avremo

D wm)=) ) ud)

n<X n<X deN

azn
=) wd) 1
a<vX n<X
d?n
=Y @ [%] =y %(XJFO(U)
a<vX d<vX
_XZ% 0 % sxz%jto(\/i)
d<v'X d<v'X a<vX
1 1
X(c(z) +0 <ﬁ)) +0(VX)
= SX+O(VX).
dove (@ : |
wa) T L
P (:(2)“)(&)’

per 'esercizio 7.5.

Osservazione. Quindi circa il 60% dei numeri ¢ senza fattori quadratici.




CONGRUENZE

3.1 INTRODUZIONE

Definizione 3.1 — Congruenza modulo n

Presi a,b € Z e n € N, diremo che a é congruo a b in modulo n se e soltanto se

nla—bo.

Notazione. Siscrive a =b (mod n).

Osservazione. Se facciamo la divisione euclidea fra a ed n otteniamo
a=nq+r1, con 0 <1 <N,

ovvero a =t (mod n).

C Teorema 3.2 — Caratterizzazione della congruenza \

Presi a,b € Z diremo che a = b (mod n) se e soltanto se a e b, divisi per n, hanno
lo stesso resto.

J

Dimostrazione. Supponiamo che <)
a=nq;+r71 e b=nqz+r,
sottraendo membro a membro avremo
a—b=n(q1 —q2),

ovvero n | a — b, quindi, per definizione, a = b (mod n).
Supponiamo che n | a — b, ovvero =)

ng=a—b < a=nq+b,
se effettuiamo la divisione euclidea fra a ed n, avremo
a=nq +r,con0<r<n
quindi, uguagliando le espressioni, otteniamo

nq+b=nq +r < b=n(q' —q)+r,

dove 0 < v < n, da cui, per I'unicita dei resti, si ha la tesi. O
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Proprieta 3.3. Siano aj,az,bq,by € Z e sian € N tali che
a; =b; (mod n) e az = by (mod n),
allora
e a7 +az; =by; +by (mod n);

e aja; = b]bz (mod TL).

Proprieta 3.4. Siano a,b,c € Z e sian € N con ¢ # 0, allora
e ac=bc (modn) = a=Db (mod n/(n,c));

e (nc)=1 = a=Db (modn).

3.2 SISTEMI DI RESIDUI

Definizione 3.5 — Residuo modulo n

Preso a € Z, diremo che il resto di a diviso n ¢ il residuo di a modulo n.

Definizione 3.6 — Insieme completo di residui modulo n

Un insieme S C Z si definisce insieme completo di residui modulo m se, per ogni
intero z € 7Z, esiste un unico s € S tale che

z=s (mod m).

Notazione. Spesso indicheremo un sistema completo di residui modulo m con la
sigla ICR(m).

Proprieta. Dato m € N, allora S C Z ¢ un ICR(m) se e soltanto se
o [S[=m;

e Vx,yeS,x#y = x#Zy (mod m).

Esempio. Preso m € N l'insieme completo di residui canonico di m é

S={0,1,...,m—1}.

Esempio. Analogamente sono sistemi completi di residui
e S={1,2,...,m}

esemeépariS={-m/2,...,—1,0,1,...,m/2—1}
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N

C Teorema 3.7 — Dilatazione di un ICR

Sia S un insieme completo di residui modulo m e sia k € Z tale che (k,m) = 1.
Allora 'insieme
kS={kx|xeS},

é ancora un insieme completo di residui modulo m.

- J

Dimostrazione. Basta dimostrare che vale la caratterizzazione:
e kS| = m segue banalmente da dalla definizione di kS e da |S| = m.

e Siano kx7,kx2 € kS distinti modulo m. Se per assurdo kx; = kx, (mod m), si
avrebbe

X1 = x2 (mod ) <= x1 =x2 (mod m),

m
(k,m)
in quanto (k,m) = 1 per ipotesi. Ma cido ¢ ovviamente assurdo in quanto x1,x2
sono elementi distinti di un ICR(m).

O

Definizione 3.8 — Insieme completo di residui invertibili

Sia S un insieme completo di residui modulo m, si definisce insieme completo di
residui invertibili modulo m, 'insieme

S*={seS|(s,m)=1}.

Notazione. Spesso indicheremo un sistema completo di residui invertibili modulo m
con la sigla IRR(m).

Proprieta. Dato m € N, allora $* C Z & un IRR(m) se e soltanto se
o IS*= @(m);
e (a,m)=1,V aeS*

o Vx,yeS* x4y = x#y (mod m).

T Teorema 3.9 — Dilatazione di un ICR \

Sia $* un insieme completo di residui invertibili modulo m e sia k € Z tale che
(k,m) = 1. Allora 'insieme

kS*={kx|xeS*},

& ancora un insieme completo di residui completo modulo m.

- J

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella sugli insiemi completi (teorema 3.7),
resta solo da mostrare che

kx € kS* = (kx,m)=1.



dal momento che
(a,b) =1
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Ma x € S$* implica (x,m) = 1, mentre (k, m) = 1 per ipotesi, per cui

(xk,m) =1. O

Osservazione. Se S é¢ ICR(m) allora S+ a ¢ ancora ICR(m). Ma questo, in generale,
non vale per gli IRR.

\.

C Teorema 3.10 — Combinazione lineare di ICR \

Siano a,b € N tali che (a,b) =1 e supponiamo che S, sia un ICR(a) e che Sy, sia
un ICR(b), allora

bSq+ aSy,
¢ un ICR(ab).

- J

Dimostrazione. Mostriamo che vale la caratterizzazione:

e Vogliamo mostrare che #(bSq + aSp) = ab. Ora
bSa+aSy={bx+ay|xeSq,yeSy},

dove [Sq| = a e |Sp| = b. Quindi ci basta verificare che se (x1,y1) # (x2,Y2) allora
x1b+yja # x2b+yza. Supponiamo per assurdo che x1b+yja = x2b+y2a, allora

blalyr —y2) = blyr—y2
= Y1 =Yz (mod b) = y; =yy,

per la caratterizzazione degli ICR. Analogamente segue che x; = x;. Ma cio é
assurdo per la scelta di x1,%2,Y1,Y2.

e Il ragionamento precedente ¢ valido anche per mostrare che

x1b+yjaZx2b+yza (mod ab). O

Corollario. Se S} ¢ un IRR(a) e S} ¢ un IRR(b), allora
b Sy + aSg,

¢ un IRR(ab).

Dimostrazione. La dimostrazione segue da quella precedente, eccetto per la verifica che
(bx+ay,ab)=1.

Osserviamo che (bx + ay,a) = (bx,a) = (x,a) in quanto (a,b)

b) =1, e che (x,a) =1
poiché x € S. Analogamente si mostra che (bx+ ay,b) = (ay,b) = (

c
,b) =1. Per cui

(ax+by,ab) =1. O
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3.3 TEOREMI DI EULERO E DI FERMAT

‘g Teorema 3.11 — di Eulero-Fermat

Preso m € N, sia a € Z tale che (a, m) =1, allora

a®™) =1 (mod m).

\_

Dimostrazione. Sia S* un qualsiasi IRR(m), allora sappiamo che anche a $* ¢ un IRR(m).

Ora
sz H aj (mod m).

jesx ajesr

Inoltre, siccome [S*| = @(m), avremo

H j=a®m H j (mod m),

jes jes*
dove (m,j) =1 comunque prendo j € S*, per cui
m, H il=T
jes*

quindi

1=a®™ (mod m) O

C Teorema 3.12 — Piccolo teorema di Fermat

Sia p primo e sia a € Z tale che p t a, allora

a?~ " =1 (mod p)

-

Dimostrazione. Dal momento che p ¢ primo e che non divide a, avremo necessariamente
(a,p)=T.
Quindi, applicando il teorema precedente, avremo
a®®) =1 (mod P),

ovvero, ricordando che p primo implica @(p) =p —1,

a? ' =1 (mod p). m|

3.4 CONGRUENZE LINEARI

Definizione 3.13 — Congruenza lineare

Presi a,b € Z e m € N si definisce congruenza lineare un’equazione del tipo

aX="b (mod m).
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Osservazione. Quando si parla del numero soluzioni di una congruenza lineare si fa
riferimento al numero di elementi in un insieme completo di residui modulo m per cui
la congruenza é valida. In altre parole si intende il numero di soluzioni mutualmente
incongrue fra di loro.

Notazione. In generale, data f: Z — Z, m € N, diremo che il numero di soluzioni di
f(x) =0 (mod m),
é la cardinalita di
N¢(m) ={j e N|0<j <m,f(j) =0 (mod m)}.

Inoltre diremo che la congruenza ammette soluzione se N¢(m) # (.

C Teorema 3.14 — delle congruenze lineari

Siano a,b € Z e sia m € N, allora
aX=b (mod m),
ammette soluzione se e soltanto se
(a,m) | b.

In tal caso il numero di soluzioni & pari a (a, m).

J

Dimostrazione. Sfruttando la notazione precedentemente definita, la tesi risulta essere
Nax—b #0 <= (a,m) |b.
Supponiamo che xg € Ngx_p, ovvero
axo =b (mod m),
quindi esistera yo € Z tale che xpa — b =yom, ovvero
b=x0oa—yom = (a,m)|b.

Supponiamo che (a, m) | b, necessariamente avremo che

a m _]
((a,m)’(a,m)> B

Ora, preso M = { 0,1, @m — ! } un ICR(ﬁ), avremo che

a a 2a a m
(a,m)M‘{o’ @m) (am)’ " (@m) ((a,m) 1) }

¢ ancora un ICR ﬁ) Inoltre, dal momento che (a,m) | b, esisterd un xo € Z tale
che

[on
o)

a,m)  (a,m)

—

ma da cio segue subito che b = axg (mod m).
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Resta da mostrare 'affermazione sul numero di soluzioni. Se xg ¢ una soluzione, avremo
che

Xk =%0 +k ,conk=0,...,(a,m)—1,

m
(a, m)

sono tutte soluzioni non congrue fra di loro, infatti

a
axx =axp+k——m
(a,m)
=axo=Db (mod m).
D’altronde ogni altra soluzione x ha la medesima forma, infatti

ax=b=axg (mod m),

implica che

mla(x—xg) < (@ m) | @ m)(X_XO)
) )
[x—%xp = x=%x9+Kk
(a,m) ° * " Ma,m)’
in quanto (7(;“"1],7((1"1“1)) =1. O

C Teorema 3.15 — cinese dei resti \

Siano my,...,ms € N e siano ay,...,a; € Z tali che (mj, mj) =1, V i #j, allora

X =a; (mod my)

X = a5 (mod my)

ammette un’unica soluzione modulo my - ... ms.
Dimostrazione. Per ogni j € {1,...,s} poniamo
mp:-...- M
M; = —_ s
m;

per definizione avremo quindi (Mj, m;) = 1. Prendiamo quindi MjX = a; (mod m;) che
¢ una congruenza lineare che, per il teorema precedente, ammette un’unica soluzione gj
(mod m;). Posto

xo =Miqr +... + Msqs,

avremo che

xo =Mjq; = aj, Vjel{l,...,sh

Resta da mostrare 'unicitd. Supponiamo che Xxj,X2 siano soluzioni del sistema di
congruenze, allora

X1 = a; (mod my)
X2 = aj (mod my)

ovvero mj | X1 — X3 e, siccome (my, m;) =1, avremo

my-... Mg | X7 — X2,

che implica x7 = x2 (mod my -... - mg). O
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Esempio. Si trovino tutte le soluzioni di

x =2 (mod 3)
x =3 (mod 4)
x =4 (mod 5)

nell’intervallo [—500, 500].

\. J

Soluzione. Per il teorema cinese dei resti esiste un’unica soluzione modulo 60.
La prima equazione ci dice x = 2 + 3t, mentre la seconda x = 3 + 4s, da cui

3t+2=3+4+4s <= 3t=1 (mod 4),

quindi t = 3 (mod 4) <= t = 3+4u che ci permette di ridurre le prime due equazioni alla
singola
x=24+33+4u)=11+12u.

Dalla terza otteniamo
MN+12u=4 < 12u=3 < u=4 (mod 5),
ovvero u =4+ 5y, da cui
x=11412(4+45y) =59+ 60y < x =59 (mod 60).

Resta da trovare y tale che
—500 < 59 + 60y < 500,

ovvero

—559 < 60y < 441 = —565—9 y<46i1

<

0 0

— > +1<u<(ﬂ)
60 ST N60

— —9<<ug’.

3.5 CONGRUENZE POLINOMIALI

Notazione. Preso un polinomio f € K[X] indicheremo il suo grado con il simbolo 0f.

C Teorema 3.16 — Interpolazione modulo p

Sia f € Z[X], allora esistera g € Z[X] tale che

0g<p e f(a) = g(a) (mod p),V a € Z.

N\

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema prima nel caso semplice del polinomio avente un
solo coefficiente non nullo per poi mostrare il caso generale.

Supponiamo che f(x) = o, x™. Se n = 0 avremmo che banalmente f(x) = o, e la tesi
sarebbe banalmente soddisfatta. Supponiamo quindi che n > 1, avremo

n=qp—-1+r conl<r<p—1,

infatti, per la divisione euclidea,

n=qip—1)+r,con0<r <p—1,
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in particolare, se fosse r1 = 0, avremmo n = (q; — 1)(p — 1) + p1, quindji, in tal caso, mi
basterebbe imporre

q=q1—1

r=p—1

Per cui abbiamo x™ = (xp_l)qxr, posto g(x) = anx" otteniamo
f(a) = g(a) (mod p), vV a € Z,

infatti, se p | a si ha banalmente 0 = 0 (mod p). Se, invece, p { a otteniamo
fla) = ana™ = an (aP ") %a”

= ana’ =g(a) (mod p),

per il teorema di Fermat (3.12).
In generale, se f(x) = ap + a1x + ...+ a,x™, possiamo scrivere, comunque preso i fra 2
e n che

i=qilp—1)+r, conl<ry<p—1,

che vale per ragionamenti analoghi al caso iniziale. Definiamo quindi

per definizione si avra

dag<p—1 e fla)=g(a) (mod p),

semplicemente iterando il caso iniziale ad ogni potenza di x. O

Proposizione 3.17 — Interpolazione modulo p (caso generale)

Sia 0: Z — Z e sia p primo e supponiamo che
o(a) = o(b) (mod p), Va=Db (mod p).
Allora esiste un’unica gq € Z[X] con 0gs < p tale che

go(a) = o(a) (mod p), vV a € Z.

| Dimostrazione. DA FARE! O

C Teorema 3.18 — di Lagrange

Sia f € Z[X] con of = n, dove
f(x) = anx™ +...+ a1x + ao.

Supponiamo che p t a,, allora f ha al pit n radici (mod p)

Dimostrazione. Preso
Ne={jeZ|0<j<p—1,f(j) =0 (mod p) }
={j €S|f(j) =0 (mod p) },

con S un qualsiasi ICR(p), allora si tratta di mostrare che

#N¢ < min{ of,p }. #N¢ < p
necessartamente
in quanto Ny C S
che ¢ un ICR(p)



posso cancellare
(Xj — X()) n
quanto non sono
congrui e ogni
elemento non
nullo & invertibile
(mod p)
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Mostriamolo quindi per induzione su n:

e Se n =0 allora f & un polinomio costante non nullo, quindi

#N¢ =0 <O0.

e Sen =1 avremo f(x) = ax+ b, quindi, per il teorema 3.14, avremo

4N =1<1.

e Posto quindi n > 1 supponiamo che la tesi sia valida per k < n. Se per assurdo
X0y -+ +,Xn sono n + 1 radici tali che x; # x; (mod p), avremo che

f(x) — f(xo) Z alx] — a)xo

a] I —x)

aj(x —x0) (T b xxy Ty )

hE WI\/]:

‘20

j
= (X - XO)Q(X)»
con g(x) € Z[X] e 9g =n — 1. Ora, comunque preso j € {1,...,n}, avremo

f(xj) — f(xo) =0 (mod p),

ma

f(xj) — f(x0) = (%—%x3Jg(x;) =0 (mod p).
Quindi x1,...,xn sono n radici di g(x) =0 (mod p) tutte mutualmente incongrue.
Cio ¢ assurdo per ipotesi induttiva, da cui la tesi. O

Teorema 3.19 — Corollario di Lagrange

Sia f € Z[X] e supponiamo che f abbia un numero di radici (mod p) superiore a
of, allora
pla;j,Vi=0,...,mn

Dimostrazione. Sia f(x) = ap + ...+ anx™ e supponiamo per assurdo che esista
k=max{h|pftan},
cio significa che possiamo riscrivere f come
f(x) = g(x) + @ X + . anx™,

dove g(x) = ag + ...+ axx® e con i termini restanti di f che sono tutti divisibili per p.
Quindi, per ognuna delle radici x; di f, che ricordiamo essere maggiori di n, avremo

f(xi) = g(xi) (mod p),

per cui anche g ha pit di n radici (mod p). Ma 0g = k < n e g soddisfa le ipotesi del
teorema di Lagrange, per cui
#Ng < k.

Ma cio ¢ assurdo in quanto abbiamo stabilito che #Ng > n, da cui la tesi. a
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Teorema 3.20 — di Wilson

Sia p primo, allora

Dimostrazione. Se p = 2 avremo
1=-1 (mod 2),
analogamente se p =3
= —1 (mod 3).
Possiamo quindi supporre p > 5. Il polinomio

p—1
fx) =xP' —1-][(x—j),

j=1

ha Of = p — 2, dove il coefficiente di xP~2 ¢ w # 0. Ora, comunque preso xg € 7Z
tale che p 1 xo, avremo f(xp) = 0 (mod p) in quanto

ptxo = x§ ' —1=0 (mod p),
per il teorema di Fermat, mentre

p—1
(xo —j) =0 (mod p),
j=1

in quanto se p t xo esistera j € {1,...,p — 1} tale che j = x¢ (mod p). In particolare f ha

p—1radici (mod p), che sono in numero maggiore del suo grado. Applicando il teorema
precedente avremo che p divide tutti i coefficienti di f, incluso il suo termine noto che é

p—1
fO)=—1-][F5=-1-(=D""p-1)

j=1
——1—(p—1),

in quanto p — 1 é necessariamente pari. Abbiamo quindi dimostrato che p | —1—(p —1)!,
ovvero

(p—1!'= -1 (mod p). O

3.6 ORDINE

Definizione 3.21 — Ordine di un elemento modulo m .

Siano a € Z e m € N tali che (a, m) = 1. Si definisce l’ordine di a modulo m come il
piu piccolo naturale n per cui a™ =1 (mod m), ovvero

ordp(a) =min{neN|a™ =1 (mod m)}.

Osservazione. Tale intero esiste in quanto, per Eulero, si ha

a®™ =1 (mod m),
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quindi, se chiamiamo S 'insieme di cui 'ordine di a ¢ il minimo, avremo
e(m)eS = S#40,

ovvero S ammette minimo per il buon ordinamento.

Notazione. In alcuni libri si trova I'ordine di a modulo m con la dicitura "esponente
a cui a appartiene modulo m".

N

C Teorema 3.22 — Proprieta dell'ordine

Siano a € Z e m € N tali che (a,m) = 1. Se n = ord,y(a), allora

2 n—1
1,a,a%...,a" ",

sono mutualmente non congruenti modulo m.

- J

k

Dimostrazione. Presij # k, supponiamo per assurdo che @) = a* (mod m). Supponiamo

inoltre, per semplicita, che 1 <j <k <n—1, avremo quindi
@ (a*J —1)=0 (mod m),
quindi, dal momento che (a, m) = 1 implica (a), m) = 1, avremo

a¥J =1 (mod m),

che € assurdo in quanto k —j < n. O

l'ordine

C Teorema 3.23 — Congruenza modulo

Siano a € Z e m € N tali che (a,m) = 1 e sia n = ord,(a). Supponiamo che
L,k € N tali che a' = a* (mod m), allora

L=k (mod n).

- J

Dimostrazione. Se 1 = k la tesi é banalmente verificata. Supponiamo quindi 1 > k,
applicando la divisione euclidea con n avremo

l=ngqi;+mry, con0<r <n,
k=nqz+712, con 0 <12 <n,
da cui
a'=(a™)"a" =a" (mod m),
a* = (a”)"a™ =a™ (mod m),
da cui, per ipotesi, a' = a"™ (mod m). Ma 0 < 7ry,r2 < n, quindi per il teorema

precedente, avremo necessariamente 7 = r2. Quindi

k=1 (mod n),

in quanto k,l danno luogo allo stesso modulo se divisi per n. m|



3.7 TEOREMA DI GAUSS | 57

Osservazione. In particolare, se k = 0, avremo a' = 1 (mod m) e quindi, per il

teorema, 1 = 0 (mod n), ovvero
ordy,(a) | L.

3.7 TEOREMA DI GAUSS

Definizione 3.24 — Radice primitiva

Siano a € Z e m € N tali che (a, m) = 1. Diremo che a ¢ una radice primitiva modulo
m se
ordm(a) = @(m).

Proposizione 3.25 — Numero di elementi di ordine n modulo p

Sia p primo e sia n € N tale che n|p —1. Allora in (Z/‘p Z)>k esistono @(n) elementi
di ordine n.

Dimostrazione. Supponiamo che n | p — 1, sia P(n) il numero di elementi in (Z/‘p Z)*
che hanno ordine n. Vogliamo mostrare che {(n) = @(n).
Definiamo

N1 (p) =#{x€ (Z/pZ)" [x" =1 (mod p) },

che corrisponde al numeri di radici (mod p) di x™ — 1. Per costruzione avremo che

N a(p) = ) W(d),

din

infatti, se & & una radice di x™ —1 (mod p), avremo che ord,(«) | n per il teorema 3.23.
Quindi

{xe(z/pz)|x*=1 (modp)}=| |{ae (z/pZ)]|ordy(a) =d}.
din

Supponendo che Nyn_1(p) = n, avremmo

n=) ¥(d),

din

ovvero n sarebbe la trasformata di Dirichlet di {(d), quindi, tramite la formula di
inversione di MGebius, otterremmo

b(n) =Y uld)g = en).

din

Resta quindi da mostrare Nyn_1(p) = n. Per Lagrange sappiamo che Nyn_j(p) < n,
inoltre per ipotesi n | p — 1, da cui

Pl T =(x"=1)(xP T xPT I x4 ), kn=p-—1

dove, per Fermat, xP~' —1 ha p — 1 radici (mod p), mentre Lagrange ci dice che x™ — 1
ne ha al piu n e che il secondo fattore ne ha al pitt p — 1 —n, da cui

Nxn—1(p) =Nyp—1 1 (p) = Nyp—1-ny _1xn1(p)
=p—T—-Ngpn, malp)Z2p-—T—-(p—1-n)
=mn.

Ovvero

Nyn_g (P) = O
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Corollario. In (Z/p Z)* ci sono precisamente @(p — 1) radici primitive.

Dimostrazione. Per definizione una radice primitiva modulo p ha ordine @(p) =p — 1.
Ovviamente p—1 | p—1, quindi per la proposizione esistono precisamente @ (p—1) radici
primitive modulo p. m|

~

C Teorema 3.26 — Sollevamento di una radice primitiva modulo p

Sia p primo e sia g una radice primitiva modulo p. Allora esiste t € Z tale che
(g+tp)P ' =1+up,

dove pfue g+ tp é una radice primitiva modulo p%, comunque preso « € N.

J

Dimostrazione. Troncando il binomio di Newton otteniamo
(g+tp)P ' =gP '+ (p—1)gP %tp+7p?% conreZ
Per Fermat gP~' =1 (mod p), ovvero gP~' =1+ qp. Quindi
(g+tp)» ' =1+p(a+(p—Ntg" > +rp) =T+puy,

dove u=q+ (p—1)gP 2t + rp. Resta quindi da mostrare che esiste t tale che p {u.
Consideriamo

{q+(pP—T1)g" 2t (mod p) | t€Z/pZ}.
Da g radice primitiva (mod p) e p — 1 coprimo con p abbiamo
(p—Mg" %p) =1-
Ricordando che a(Z/pZ)+b =7Z/pZ se (a,p) = 1, avremo
{q+(p—1)g" ?t (mod p) [t €Z/pZ} =Z/pZ,

ovvero esiste t € Z cercato.
Dobbiamo mostrare che g + tp ¢ una radice primitiva (mod p®). Per il binomio di

Newton
(g+tp)PP V=1 4up)P =1+ (?)up + (3) (up)?+...
=1+up?+rpd=1+p*(u+rp)
=1+uyp?, conpfu.
Analogamente
(g+tp)P" P = (141, p?)P =1+ pusp? +7p
=1+p3(uy +1,7m =1+uzp>, conpfus.
lo si puo verificare In generale, avremo

per induzione

p-1) _ 1 +quT) con PJfUr,

(g+tp)?
ovvero (g +tp)®®") =1 (mod p"), che implica, per Fermat,

ordpr(g+tp) [ @(p").
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Esempio. Consideriamo m = 125 = 53, se prendiamo il suo IRR avremo
(Z/r)Z)* ::{])2)4»3}:: {])2)22’23})

quindi 2 é una radice primitiva modulo 5. Proviamo a sollevarla ad una radice modulo
125 tramite il teorema.
Dobbiamo quindi trovare t tale che

(2+45t)* =1+ 5u,
con 5tu. Se t =0 otteniamo
22 =16=1+3-5,

con 513, per cui 2 ¢ una radice primitiva modulo 5% per ogni « € N.

Osservazione. Supponiamo che a € (Z/ m Z)*, allora é ben noto che

ord,, a
dm a® = ————.
Ofcm @ (k,ord, a)

Per cui, se (k,ordy, a) = 1, si ha ordy, a® = ordy, a. Quindi, se a & una radice
primitiva (mod m), allora

{a]1T<k<om), (ko(m) =1},

& 'insieme di tutte e sole le radici primitive.

Esempio. Si esibiscano tutte le radici primitive modulo 25.

.

J

Soluzione. 25 = 52, quindi per il teorema di Gauss esisteranno radici primitive. Dall’esempio
precedente sappiamo che 2 ¢ una radice primitiva di 5%. In particolare, per I'osservazione
precedente, avremo precisamente (p((p(25)) = @(20) = 8 radici primitive (mod 25) del tipo

2¥ con k minore di @(25) e coprime con ¢(25), ovvero

2 23 27 29 211 213 217 219.

[ Esempio. Si esibiscano tutte le radici modulo 49.

)

Soluzione. 49 = 72, consideriamo quindi 3 che ¢ una radice primitiva modulo 7 e proviamo

a sollevarla. Vogliamo t tale che
(34+7t)° =1+ 7u,
con 7 tu. Se t =0 abbiamo

30 =729=1+728=1+7-104,

dove 7 1 104. Quindi 3 ¢ una radice primitiva modulo 49. In particolare avremo @ ((p(49)) =

©(42) = 12 radici primitive (mod 49) del tipo 3¥, ovvero

3,35’311)313’317)319)323’325)329)331’337)341.
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C Teorema 3.27 — Sollevamento di una radice primitiva modulo p”

Sia p primo e sia g una radice primitiva dispari modulo p". Allora g ¢ una radice
primitiva modulo 2p".

\§

Dimostrazione. Supponiamo che g®®") = 1 (mod p"). Per ipotesi g®®") e 1 sono
dispari, quindi p" | g“’(pr) — 1 che é pari. Ma p" ¢ necessariamente dispari, per cui

2kp" = gw(p*J -1,

OVVero
2p" | g??P) -1 «—= ¢g®®") =1 (mod 2p"),

per cui k = ordapr | @(p7).
Osserviamo che p # 2, per cui @(p") = @(2p"). Ora, per ragionamenti analoghi ai

precedenti si ha
k —

g“=1 (mod 2p") = ¢g*¥=1 (mod p"),
ovvero @(p") = ordyr g | k. Quindi

ordapr g = @(p") = @(2p"). O

C Teorema 3.28 — di Gauss

Preso m € N esiste una radice primitiva modulo m se e soltanto se

m=2,4,p% 2p%, conp > 3.

N\

Dimostrazione. Per m = 2,4 la tesi & banalmente verificata rispettivamente da 1 (mod 2)
e 3 (mod 4). Pericasi m = p%,2p* la dimostrazione segue dai risultati precedentemente
visti in questo paragrafo.

Sia m € N e consideriamo la sua fattorizzazione unica m = p7"' -...-pgs. Sia

l= [(P(paxl))--wcp(p;xs)})

il minimo comune multiplo delle funzioni di Eulero calcolate nei fattori primi. Per la
moltiplicativita di ¢ avremo che 1| @(m) = @(p7"'),..., @(p:). Vogliamo determinare
quando vale 1 = @(m), ovvero

(pr=DpF s =P =(pr = DpP e (ps — 1!
Sicuramente tale uguaglianza vale quando m = p* con p > 2. D’altronde sara certamente
falsa se m =p7" -...-p%s con s > 2 e py = 3, infatti in questo caso p; — 1 & pari e quindi
1 | <P(2111]_

Analogamente se s > 2,p; = 2 ma «; > 2 si avrebbe 2 | (p1 — 1)p§"‘71 e nuovamente
1 | ‘P(ZTHJ'

' con py = 2 oppure

In conclusione gli unici casi in cui vale I'uguaglianza sono per m = p{
m = 2p3? con py > 3.

In tutti gli altri casi, preso a € Z con (a, m) =1 si avrebbe
A
j j : .
al = <a“’(pi )) ¢®;) =1 (mod p;x’), Y i,

ovvero a' = 1 (mod m). Quindi non potra mai accadere che ord,, a = ¢@(m), poiché
abbiamo dimostrato che

ordg, a|l< @(m).
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Resta da dimostrare che non esistono radici primitive nel caso m = 2% con « > 3.
Mostriamo per induzione su k > 3 che, preso a € Z dispari con (a,2%) =1 si ha

az®2") = (mod 2%),

ovvero che

1
ord,x a | E(p(Zk) < @(2%).

Per k = 3 sappiamo gia che a? = 1 (mod 8), supponiamo quindi che sia vero per ogni
u < k, avremo quindi

az®2") =1 (mod 2%) += a2 " =1+h2"

Mostriamolo quindi per k:

a%‘p(zk) = azkiz = (azk73)2 = (a%“’(qu))z applicando
_ (] n hzk_] )2 g hzk n hzzzk_z l’ipotesi induttiva
=1+h25(1+h2%?) k>3 =
—1+h/2k 2k—2 >k
- )
ovvero . N
az®(") =1 (mod 2%). O

Corollario. (Z/mZ)" & ciclico se e soltanto se m = 2,4,p%, 2p*, con p > 3.
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Definizione 4.1 — Residuo quadratico

RESIDUI QUADRATICI

1 INTRODUZIONE

Sia p > 3 primo. a € Z si definisce residuo quadratico modulo p se ptae

x* = a (mod p),

¢ risolubile.

Osservazione. 11 caso p | a viene escluso in quanto x> = a = 0 (mod p) ammette
come unica soluzione xg = 0 che risulta di scarso interesse.

Osservazione. Se p = 2, la congruenza x2

vale

= a (mod 2) pud sempre essere risolta e

. 0 se2la
°7 1 se2fa

\

Osservazione. In generale se p > 3 avremo

0
Ny q=4¢1 sepla
2

dove il valore 2 viene assunto quando esiste b # 0 tale che b?> = a (mod p), in tal
caso infatti p — b ¢ un’altra soluzione.

-

C Teorema 4.2 — Cardinalita dei residui quadratici modulo p

N

Sia p > 3, allora I'insieme dei residui quadratici modulo p
RA(p)={a€Z/pZ]| a residuo quadratico modulo p },

. 1 .. . . . .
ha precisamente Pz— elementi, ciascuno dei quali & congruo ad uno dei seguenti

12 22 (p_]>2
) y** 2 )

i quali sono mutualmente incongrui.

Dimostrazione. Supponiamo che i* =j? (mod p) con 1 <i<j < Pz;], allora

pli?—j* < pl(—1)(j+i) < plj—i oppure plj+i,
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ma entrambi i casi non possono accadere in quanto j —1i < % ej+i<p—1. Quindi
tutti gli interi della lista sono mutualmente incongrui.
Supponiamo che a sia un residuo quadratico modulo p, allora esiste b € Z/p Z tale che

—1 —1
a=b? (mod p), con 0<b§pT oppure pT<b<pf1.

Se0<b< }32;1 abbiamo soddisfatto la tesi. Supponiamo quindi che pz;] <b<g<p-1,
posto b’ = p — b avremo

-1 1
p(p1)<b<p(p2> - 1<b’<%,

ovvero 0 < b’ < P;—] Mostriamo infine che b’ & un residuo quadratico modulo p:

b2 =(p—b)?=(-b)? =a (mod p). O

4.2 1L SIMBOLO DI LEGENDRE

Definizione 4.3 — Simbolo di Legendre

Sia a € Z e sia p > 3 primo, definiamo simbolo di Legendre la seguente notazione

se a € RQ(p)

1
a
—] =<0 sepla
(P)L _ P

1 sep ¢ RQ(p)

Proprieta. Sia a € Z e sia p un primo dispari, allora

2 sea€R9p)
1+ (2> =<1 sepla = N,y2_4(p).
P/L 0 sea¢ RAp)

C Teorema 4.4 — Criterio di Eulero

Sia a € Z e sia p un primo dispari, allora

p—1 a
7 =|— mod p).
¢ <P>L —_—

Dimostrazione. Se a & un residuo quadratico allora a = b? (mod p), da cui

1= <§>L (mod p).

a’r =0= (a) (mod p).
P/L

A"z =b 2 =P = peP)

Se p | a allora ovviamente

Supponiamo infine che a non sia un residuo quadratico.
In generale sappiamo che xP~! —1 =0 (mod p) ha p — 1 radici modulo p, ma

P 1) = (T DT 41,
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p—1

1 . . Cq. . . ‘s
dovex 2z —1ha pT radice che saranno necessariamente residui quadratici. Da cid segue

. N . . N . . p_1
che ogni a che non & un residuo quadratico sara radice di x 2z 4+ 1 (mod p), ovvero

p—1

az =-1= <;>L (mod p). |

Corollario. Sia p un primo dispari, allora

<_]> = (=) = 1T sep=1 (mod4)
P L_ = se p =3 (mod 4)

Dimostrazione. Dal teorema sappiamo che

—1 p—1 p—1 —1
(1))L (-1)"" (mod p) = pl (1) "(x>>ﬁ

P — < . . N . .
ma (—1)"z — (;) & una differenza tra segni e pud pertanto assumere solo i valori
L

—2,0,2. Per ipotesi p ¢ un primo dispari quindi p t2,—2, da cui

<_1) — (-1, O
P/L

(4)‘%4ff— 1 sep=1 (mod4)
p L_ I se p =3 (mod 4)

Inoltre vale

poiché in modulo 4 si ha p =4k + ¢ con 0 < ¢ < 4. Ma € non pud essere né 0 né 2,
altrimenti si avrebbe 2,4 | p. Da cid segue che ogni primo ¢ del tipo 1+ 4k oppure 3 +4k,
da cui

p=1+4k = (-1)7 = (=12 =1
R GRS

p=3+4k = (-1)°7T

Corollario. Sia p un primo dispari e siano a,b € Z, allora

5= GG,

Dimostrazione. Dal teorema sappiamo

(‘”’) :(ab)*%_a%‘b%‘:(“) <b) (mod p),
P /L P/L\P/L

quindi applicando lo stesso ragionamento mostrato nel corollario precedente avremo

(5).2GLG) maw = () =GLG) e
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T Teorema 4.5 — Lemma di Gauss \

Siano a € Z e p > 3 primo con p 1 a. Definito S = [1, %1], poniamo

S1:{x65‘g<ax (modp)<p}.

3

Allora

Dimostrazione. Dal criterio di Eulero

_p—1 P—1 !
]i[(l?(—(l2 <2 )

x€S

a p—1>'
— —— |! (mod p)
<P>L( 2 P
Definiamo ryx = ax (mod p), da cui

Haxz H Tx H ax (mod p),

X€ES XES X€ES>

dove S, =S — S :{XES|O<ax (modp)<}21}. Inoltre & <1y <p = 0<
p—Tx < 5, quindi

[T [T ax=0% [T -7 ] ax (mod p),

XESH XES2 XESH XES2

conx €S = 1<p—ax (modp)<FexeS = 1< ax < 5. Inoltre se
consideriamo

Si={a1,...,am} e So={B1,..., B},

allora {oti}, {B;} sono tutti distinti e vale p — i # Bj, V 1,j. Infatti se valesse a; + 5 =p
si avrebbe

ax+ay=0 (mod p) < plalx+vy) 21q plx+vy,
ma cio ¢ assurdo in quanto x +y € [1,p — 1]. Quindi #S7 + #S, = #S = ]’2;1, da cui

1 —1
(;‘)L (Pz )zzp 0# TT o —rad [T ax=(n# (pz>!

XESH x€S>
ovvero
a P1>|: _1)#S: (1’1>u n <‘1> _ (L1y#S-T1
(p)L< )= 7 )t tmodp) <= (5] = (15 (mod p)
= <a> = (—1)#51]
P/L

in quanto entrambi segni. O
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Osservazione. Se a > 0 avremo
P P I
2<ax(modp)<p<:> 5 <ax p[p}<p
1 ax {ax}
= < ——|—| <1
2 p p
<:>1< ax <1
2

Corollario. Sia p un primo dispari, allora

<E) _(_1)1328;1_ 1 se p==+1 (mod 8)
- | =1 sep==43 (mod 8)

Dimostrazione. Consideriamo la notazione del lemma di Gauss. Sia quindi a = 2, affermo

che
_ p — P p
S1f{x€S‘ 2<2x (modp)<p}f{x68‘4<x<2}.
Infatti se 2x € (g,p) allora 2x (mod p) = 2x. Viceversa
1<x<¥ = 2<2x<p—1 = 2x (mod p) = 2x.
Per cui
4k — 2k sep=1 (mod 8)
45 _[B]_[E}_ 3+4k—1—-2k sep=7 (mod 8)
L] 417 ) 14+4k—2k se p =3 (mod 8)
244k—1—2k sep=>5 (mod 8)

<2> - (_1)[317[5—] _ {1 se p==+1 (mod 8) -
L —1 sep =43 (mod 8)

Lemma 4.6. Sia a € N e sia p > 3 primo con p { a. Allora

p—1

n = 2
Gl =2 5]

x=1

Dimostrazione. Ricordiamo che per il lemma di Gauss

(S)L:(—Hm conm:#{xeN‘1<x<%,ax(modp)>%}.

X]. Inoltre per la condizione

Ora ax (mod p)=ax—p [‘1?

p p
< L L
{XEN‘1\X<2 ax (modp)>2},
avremo
ax_p ax
1<ax(modp): [p}<2 ]<2ax_2[ax}<2'
p/2 p/2 p p
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Quindi, per ogni 1 <y < ?, si ha
[Zay_z[ay” _ )1 seyétaleche ay (mod p) > &
P P 0 sewy e tale che ay (modp) <&
ovvero
p_1
= [2ay ay
£ el
Slr p
D’altronde [« + n] = [&] + .. Quindi
p—1 p—1 p_1
~ [2ay ay Z [2ay =~ [ay
Y 2|88 = =21 -2) || =n-2,
Sl p Sl Sl
ovvero (—1)™ = (—=1)"2k = (—1)™. Da cui segue la tesi per il lemma di Gauss. ]

Lemma 4.7. Sia a € Z dispari e sia p > 3 primo tale che p t a. Allora

<“> — (—1MaP) con Ala,p) = Z {“"]
L

p S LP

Dimostrazione. Per le proprieta precedentemente dimostrate

(}(aﬂv))
P L

=1

—N 1
(), (57) - (57)
P/L P L p L

<2a+2p (modp)) (2(1)
- P Lo\P /L

Sfruttando il lemma precedente

1 eyt
(2(a+P)> _ conn:Z{a)H_px].
P L o P
Inoltre
1 p—1
. ax+px} - [ax]
n= — | = — | +x sfruttando la
x=1 p x=1 p somma id Gauss
et
ax} Tp—1 (p—] )
= — |+ z— | —=+1
ol N 2 2 2
Pyt 2 5
ax|  p-— p-—1
= — =A
X_1_p}+ 3 (a,p) + 3
Da cui
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C Teorema 4.8 — Legge della reciprocita quadratica

Siano p, q primi dispari distinti, allora

P q plat
L Ly =(=1)"z2 7z .
DAoL

Dimostrazione. Per il lemma precedente

(B) <ﬂ> = (—1)PP@) (L1 A@P) — (L] @A)
9/1t\P/1L

Quindi la dimostrazione si riduce a provare

(—TPMPaalAaP) — ()P

Per definizione

Per cui

Ap,a) A4, p) = ) o+ Y 1=

TSy<g \ 2P <xg<Pyt T<x< 2P 1<y<$ 1<x< 7L
Y =P

n T2 2

1<y<4

4.3 1L SIMBOLO DI JACOBI

Definizione 4.9 — Simbolo di Jacobi

Sia a € Z e sia m € Z dispari. Definiamo simbolo di Jacobi come

) -GG

dove m=pJ' ... - pgs.

Osservazione. In generale se m = p primo vale

5),= ().
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Notazione. Per l'osservazione precedente non distingueremo piu il simbolo di
Legendre dai simboli di Jacobi. Utilizzeremo invece il simbolo piit generale

e
m
Proprieta 4.10. Sia m € Z dispari. Allora
1
-
m

Dimostrazione. Ricordiamo che se p primo dispari vale

Quindi per definizione

m 713 P 7P -

Proprieta 4.11. Sia a € Z e sia m € Z dispari. Allora

(-2

Dimostrazione. Sappiamo a = a (mod m) + km, per cui

al) a v‘”(m)_ a (mod m) +km)r (™
R L S Ll

P

In generale se v,(m) > 1 avremo p | m, ovvero km =0 (mod p). Da cui

al) a (mod m) V‘"(m)_ a (mod m)
(W) -TI() - (), .

Proprieta 4.12. Siano a,b € Z e sia m € Z dispari. Allora
ab) _(a)(b
m/) \m/\m)/

Dimostrazione. Applicando la definizione e le proprieta del simbolo di Legendre

()T -6 ) - ()G -

P P
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Lemma 4.13. La funzione

é totalmente moltiplicativa.

Dimostrazione. Siano n, m € N e supponiamo che 2 | nm. Per definizione x4(nm) =0,
ma2|nm = 2|n oppure 2| m. Quindi x4(n) =0 oppure x4(m) = 0.
Supponiamo ora 2 { 1, m, avremo

B
L
B
\

m—1 +n71 _ mn—

Xa(Mm)xa(m)xa(mn)™' = (=1)"7 72 ="z

ma m, n sono dispari, quindi m — 1,n — 1 sono pari. Ovvero

(m—-T)(n—-1)
2

(m—1)(n—1)
- 2

pari — (—1)

Lemma 4.14. La funzione

é totalmente moltiplicativa.
|  Dimostrazione. Analoga alla dimostrazione precedente. m|

Proprieta 4.15. Sia m € Z dispari. Allora
<—1>(_1)h121 1 sep=1 (mod 4)
m/) -1 sep=3(mod4)’
Dimostrazione. Dalla definizione e per la totale moltiplicativita di x4,

()T ey

P

= Ixalp)»™ =xa (H PV"("‘)>
P P

=xa(m)=(=1)"7". O

Proprieta 4.16. Sia m € Z dispari. Allora

(2)_(1)m281_ 1 se p==+1 (mod 8)
m) . se p =43 (mod 8)
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Dimostrazione. Dalla definizione e per la totale moltiplicativita di xs,

2\ 2\ vy (m)
(%) -TI(;) " ~TTeo

P
=Xs (HPVP(m)> = &g(m)
P
m2 1
— (-5 o
Proprieta 4.17. Siano m,n € Z dispari. Allora
<"_1) = (E)(_”mz‘ nrt
n m
Dimostrazione. Se (m,n) # 1 allora
@)-(2)-
m n
quindi la tesi & soddisfatta.
Supponiamo quindi (m,n) =1, allora
T T
n/\m » \P P b q \P P
_ H (q)vp( Jvq(m) (p>vp(m)vq(n) _ [(q) <p>:|vp(m)vq(n)
P»q P P4 q P»q P q
p—1, 91 vp(m)vg(n) 1\ Vp (Mm)vg(n)
= [((—])f) 2 ] = (X4(p)q2 ) v 4
P4 P-4
vq(n)ﬂ%]
=11 l m(p)vﬂm)] = [ Ixa(mpam
g Lvp q
rnzl
=T (=) = (HX4<qW“>>
q q
m—1 m—1 n—1
=xa(n) 7 =(=1)=2 "=
O
0 m=20
1 m=1
(m) (=1)>% (mT2> 2|m
n =
m(msdn)) ZJ(m,mZn
%)(—1)“2_] "I 2tmym<n

| Dimostrazione. Segue immediatamente dalle proprieta precedenti. O
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Esempio. Si calcoli il simbolo di Jacobi associato a (W)' Sfruttiamo ’algoritmo
3073\ (3073 (mod 2919)\ [ 154
2919 ) 2919 -\ 2919

2.77\ _( 77
2919 )~ \ 2919

<
<
() ()
2)-(

77 (mod 35) 7
5 ) (%)

4.4 MINIMO RESIDUO NON QUADRATICO

Definizione 4.19 — Minimo residuo non quadratico

Sia p > 3 primo. Definiamo n, come il piti piccolo residuo non quadratico modulo p:

np:min{aeN’ <%>=—1}.

Osservazione. Sicuramente ny, < 5 +1. Infatti i residui quadratici sono precisamente
]’2;17 quindi dopo %1 ne troveremo almeno uno.

Osservazione. Se p =3 (mod 8) allora n, = 2. Infatti

quando p = £3 (mod 8).

Proposizione 4.20 — Lemma di Linnick

Sia p > 3 primo. Allora
Ve>o0m, <pite.

| Dimostrazione. Non fornita.
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\.

Osservazione. La congettura di Vinogradov (1919), afferma che

Ve>0mn, <p-.

J

N\

T Teorema 4.21 — Non limitatezza di n,, \

Sia p > 3 primo. Allora

limsupn, = +o0,
p—>+o0

ovvero

VkeN3pprimo :n, > k.

J

Dimostrazione. 1l teorema di Dirichlet sui primi in progressione aritmetica, afferma che
per ogni coppia a,b € Z coprimi con b > 1, esistono infiniti primi p tali che p = a
(mod b). Quindi esistera p primo tale che p = 1 (mod 8k!) per ogni k € N. In particolare

2
~1 (mod 8 )
p=1(mod ) = (P)

Ora, preso 1 > 3 primo con 1 < k, si ha 1| k!. Da cui p =1 (mod 1) che implica

B ()
_ (p (mlod 1)> _1

Sia ora m < k con m non necessariamente primo. Avremo
vi(m)
(m) :H<l> :H1V1(m):].
p U \P 1

Quindi m & un residuo quadratico fintanto che & minore di k. In particolare il pit piccolo
residuo non quadratico é necessariamente maggiore di k, ovvero

n, >k = limsup = +oo.
p—>+oo

Esempio. Troviamo p primo tale che n, > 5. Se n, > 5 necessariamente

B)--6)-6)-
§)-()-+

sono condizioni sempre verificate, mentre

Dove

2

(%) =1 — (—1)%:1 <= p==1 (mod 8),

73

ricordiamo che
p=1 (mod 8)

vi(m)#0 see
soltanto se

1| m <k, quindi
l<k
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3\ P\, qppiam _ [(=1D)"T sep=1 (mod 3)
3)=1= (B ‘{—(—1)"2‘ e p =2 (mod 3)

p=1 (mod 3) v p =2 (mod 3)
p=1 (mod 4) p =3 (mod 4)

< p=1 (mod12)Vp=-1 (mod 12).
Il problema si riduce quindi a quattro sistemi distinti

p==1 (mod 8)
p =21 (mod 12)

Ora se p = £1 (mod 8) in particolare p = £1 (mod 4), quindi p # F1 (mod 12). I
sistemi accettabili sono quindi

p=1 (mod 8) p=-1 (mod 8)
v £ p=+1 (mod 24).
{‘p = 1 (mod 12) p=—1 (mod 12) 17 (mod 24)

Da cui p = 23.

\.

C Teorema 4.22 — Limite superiore di n,

1 / 1
Tlp<z+ P"f—Z

- J

Sia p > 3 primo. Allora

Dimostrazione. Sia h = {nl] -+ 1, per definizione avremo
P

L LA [N p<hn, <p-+n,.

np p

(7).
p )

in quanto 0 < nph —p < n, dove n, ¢ il pit piccolo residuo non quadratico modulo p.

Ora B) = —1, infatti

Ma
= () -5 - )6
P P P 1%
_ _<h>
)
Per definizione di minimo, <E> = —1 ci dice h > n,, ovvero

n]z:,ép—l-np — nf,—np—pg()

1 1
— 4= 4
2+2 1+4p

1 1
:>np<§+\/p+z. O

= N, <




SOMME DI QUADRATI

5.1 INTRODUZIONE

Definizione 5.1 — Somma di quadrati

Diremo che n € N é somma di quadrati se esistono x1,...,xx € N tali che

n:x%+...+xi.

Notazione. Indicheremo con [0 un quadrato perfetto. Ad esempio per dire che n é
somma di k quadrati scriveremo n = k[.

Teorema 5.2 — di Lagrange

Ogni n € N ¢ al pitt somma di quattro quadrati.

|  Dimostrazione. A pagina 86. O

Esempio. Mostriamo la scomposizione in somma di quadrati di alcuni interi:

2=124+1%
3=12+1241%
4 =2%
5=2%+1%
6=2%4+12+1%
7=224+12+12 12,

C Teorema 5.3 — di Legendre \

Sian € N. Allora n ¢ la somma di tre quadrati se e soltanto se

n #4Y7+8k),l,k € N.

N\ J

|  Dimostrazione. A pagina 88. O

Osservazione. Quando si dice che n é somma di tre quadrati si includono anche i
naturali che sono somma di uno o due quadrati. A questi infatti & possibile sommare
02 per raggiungere i tre interi.
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C Teorema 5.4 — di Fermat

Sia p > 3 primo. Allora

p=20 < p=1 (mod 4).

N\

Dimostrazione. Supponiamo che p sia somma di due quadrati. Dal momento che p
primo, certamente p # 0,2 (mod 4). Inoltre, in generale, se n = 3 (mod 4), allora n non
é somma di due quadrati. Infatti i quadrati modulo 4 sono 0 e 1, in quanto

Z4:{O)]»2)3} - (Z4)2 :{0>1 }

Quindi se fosse n = x* +y? si avrebbe
n mod4=x* mod4+y® mod4 — 3=a’+b?
che & assurdo in quanto a,b € {0,1}. Per cui p =1 (mod 4).

Supponiamo p = 1 (mod 4), in particolare % = 1. Quindi esiste xo € Z tale che

x(z) +12 =0 (mod p). Inoltre xo possiamo sceglierlo nel sistema completo di residui

p—1 p—1
TS (-

Per cui esiste xo € Z tale che |[xo| < & e X% +12 =0 (mod p). Ovvero esiste m € Z tale
che mp =x4 + 12. Dove m < p in quanto

2
mp:xé+12<%+12<p2 == m<p.

La strategia a questo punto, sapendo che esiste 1 < m < p tale che mp = 2[J, ¢ mostrare
che se m > 1 esiste mp tale che 1 < mp < m e mpp = 200. Iterando il procedimento
troveremo necessariamente m,, = 1 tale che m,;p = 200, ovvero p = 2[J.
Sia mp = x? +y? e siano x1,y7 € N tali che

x7 =x (mod m) e Y1 =y (mod m).
In particolare posso prenderli tali che [x1] < 5 e [y7| < 5. Quindi
Xt +yf =x* +y? =0 (mod m).

Pertanto esistera mgy € N tale che mom = X% + y%. D’altronde

5 5, /m\2 o /my2 m? m?
drvi<(3) +(3) =T = mom< T
OVVero
m? ) m
m0m<7<m <:>mo<7<m.

Inoltre my # 0, poiché altrimenti x% + y% =0, quindi
x1=y1=0 = m|xy = m’|x*+y?

ma cio ¢ assurdo poiché altrimenti m | p che contraddice 1 < m < p con p primo.
Quindi abbiamo trovato mgp tale che T < mp < me mem = X12 + y%.
Osserviamo che se Ny =20 =a? + b7 eny =20 = a3 + b3, si ha

ning = (af +b7)(a3 +b3) = (a1bz — azb1)* + (araz + byby)? = 200
Quindi, dal momento che mpym e mp sono entrambi 2[7J, troviamo

mom-mp =20 = (x1y *H]X)z + (X1X+U1U)2>

X1y —yr1x 2 X1X+yry 2
mop—(‘m‘) +<1m1> _on

ovvero

Da cui, iterando, giungo alla tesi. m|
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Osservazione. L’implicazione p =1 (mod 4) = p = 0+ O puod essere dimostrata
in maniera alternativa. Si usa il fatto che se p = 1 (mod 4) allora esiste x € Z tale
che x2 +1=0 (mod p)

Esempio. Consideriamo 13,17 entrambi primi congrui ad T modulo 4. Avremo

13=324+22 e 17=4%+12.

\. J

C Teorema 5.5 — Naturali somma di due quadrati \

Sia n € N e supponiamo n = 2"p}' -...-py'qy’ -...- qis, dove

p; =1 (mod 4) e gi =3 (mod 4).

Allora n = 27 se e soltanto se uj,...,us sono tutti pari.

- J

Dimostrazione. Per il teorema precedente p; = 1 (mod 4) = p; = 200. Abbiamo gia
osservato nella dimostrazione precedente che il prodotto si somme di due quadrati é una

somma di due quadrati, quindi p7' -...-py* =20
ug N 2
D’altronde w; pari ci dice che qf‘ = (qiz ) + 02, quindi nuovamente qy ... gie e

Supponiamo per assurdo che esista u; tale che 2 ¥ u;. Dal momento che n = x? +
y? avremo x* + y? = 0 (mod qi). Se fosse qi 1 y allora esisterebbe il suo inverso
moltiplicativo y* : yy* =1 (mod q;). Quindi

x? +y2 =4, 0 = (xy*)2 +(y y*)z =4 0 = (xy*)2 =—1 (mod qi),

ovvero | =!
q 1

= 1, ma cio non pud accadere in quanto q; = 3 (mod 4). Quindi q; |
Yy = (il x. Per cui
"2 N2 n 12 12
n=(qix)" + (qiy’)” = ?=x +y™.
i
n

Ripetendo il procedimento un numero sufficiente di volte si giﬁnge inevitabilmente ad
una contraddizione. O

5.2 SOMMA DI DUE QUADRATI

Definizione 5.6 — Funzione enumerativa della somma di due quadrati

Definiamo una funzione aritmetica S che associ ad ogni naturali il numero di modi in
cui pud essere scomposto come somma di due quadrati,

Sm)=#{(a,b)€Z?|a’+b*=n}.

Esempio. S(2) =4, infatti 2 =12+ 12, (=1)2 + 12,12 + (=1)2, (=1)% + (—1).
Analogamente S(3) =0 e S(5) =8.

somma di due quadrati in quanto prodotto di somme di due quadrati. Pertanto n = 2.

Ricordiamo che w; > 3, per cui ripetendo il ragionamento su Fha otteniamo u; — 3 > 3.
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Definizione 5.7 — Numero di interi scomponibili come somma di due

quadrati

Definiamo una funzione aritmetica K che ci fornisca il numero di interi, minori di un
dato T, che possono essere scritti come somma di due quadrati,

KM=#{neN|n<Tin=0+0}.

Esempio. K(5) = 4, infatti 1,2,4 e 5 possono essere scritti come somma di due
quadrati.
Analogamente K(10) = 7,K(20) = 12.

\.

Definizione 5.8 — Densita naturale .

Sia S C N. Definiamo la densita naturale ds di S come

#(SN[,T)
lim ———%.
T—+o0 #(NN[1,7T])

0s =

Osservazione. Esistono insiemi che non ammettono densitd naturale. Un esempio ¢
costituito dall’insieme

+o00
A= J@m,..., 220 =
n=0

Infatti se definiamo T(n) = #(A N [1,1’LD7 avremo che

B 22n+2 -1

T(k) = 3 JV ke [22nH 1, 2202 ),

ma questo ci mostra immediatamente che il limite della densita naturale non pud
esistere in quanto

I ™ _ 1422424+, 422 i 2m2 g 2
fgili? n _n—1>rJIrloo 22n+1 1 _n_1>Ierloo3(22m+1_])_3
I .fT(n)_ 1 T+2242% ... 422 i 2mi2_q
A M nsico 2IniZ ] = s T3

\.

C Teorema 5.9 — di Landau \

Vale la seguente stima asintotica

N\ J

| Dimostrazione. Non fornita. a

Corollario. L’insieme degli interi che possono essere scritti come somma di due
quadrati hanno densita nulla.
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Dimostrazione. Dal teorema abbiamo

.
. K(T) . ST
6 fr— 1 R p— 1 fr— O.
20 T—l>r£oo T+o0(1) T—l>I—Eoo T

Teorema 5.10 — Lemma delle gabbie e dei piccioni

Sia x € Z tale che x2 +1 =0 (mod p), con p primo. Allora esistono a,b € 7Z tali
che
0 <lal, bl < +/p e ax =b (mod p).

Dimostrazione. Definiamo il seguente insieme
S={ux—viuyveZ o< uv</pl.

Avremo [,/p] + 1 scelte sia per u che per v. Quindi S ha ([\/ﬁ] + 1)2 > p coppie (u,V)
distinte.

D’altronde se consideriamo il resto modulo p di ux —v avremo p possibili resti.

Ora, dal momento che il numero delle coppie (u,v) é maggiore del numero di resti, avremo
necessariamente che

3 (u1,v1), (U2,v2) 1 ux — vy = uzx — v (mod p).

Se definiamo a = u; —u; e b = vi —v; abbiamo che ax = b (mod p). Resta da verificare
che 0 < [al,[b] < y/p. Ma

lal =y —wl <P e [bl = vi —v2l < /P,

quindi la seconda disuguaglianza ¢é verificata. Se per assurdo b = 0 si avrebbe ax = 0
(mod p); d’altronde x> = —1 (mod p), per cui p { x e di conseguenza p | a = a =0 in

quanto a < ,/p.
Per cuia =0,b =0 = u; = uy e vi = v, che é ovviamente assurdo per la nostra

scelta iniziale. Analogamente si mostra che a = 0 = b = 0 che porta alla stessa
contraddizione. O

Corollario. Sia x € Z tale che x> +1 = 0 (mod p), con p primo. Allora esistono
a,b € Z tali che a? +b? = p.

Dimostrazione. Per il teorema esistono a,b € Z tali che
0 <lal, bl < v/p e ax=b (mod p).

Quindi
a? +b% =, a? + (ax)? = a*(1 +x?) =0 (mod p).

Dunque p | a? + b2, ovvero a? + b?> = kp. D’altronde 0 < a? + b? < 2p, per cui
a’ +b% =p. m|

Osservazione. Tramite questo risultato possiamo dimostrare in maniera alternativa, e
molto utile per gli esercizi, che se p =1 (mod 4) allora p = 0+ 0. Useremo proprio
il fatto che se p =1 (mod 4) allora esiste x € Z tale che x2 +1 =0 (mod p).
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Infatti se prendiamo x = (}’5—1) I, avremo

¢oTTP =0 [T = TTrn =TT+ [T (ot
TE[] AQ—’H 1:[ r=1 r=1
_ P L
= ( ) ”“””"‘“(z“))
=(p— —1 (mod p),

dove 'ultima equivalenza ¢ dovuta al teorema di Wilson, dimostrato a pagina 55.

\. J

C Teorema 5.11 — Generalizzazione del lemma delle gabbie e dei
piccioni

Sian € N,n > 1. Allora per ogni x € Z tale che x> +1 =0 (mod n), esiste un’unica
coppia (a,b) € N? tale che

(a,b) =1; n=a’+b? e ax=b (mod n).

- J

Dimostrazione. Definiamo nuovamente
S={ux—v|uyveZ0o<uv</p}.

Sfruttando argomenti del tutto analoghi a quelli usati nel lemma precedente si pud
dimostrare che esistono a,b € Z tali che ax =b (mod n) e n = a? + b2.

Mostriamo che a,b € N, assumendo, senza perdita di generalita, che a > 0. Se b > 0
non ¢’¢ nulla da dimostrare, supponiamo quindi che b < 0 e deifiniamo a’ = —be b’ = a.
Avremo quindi a’,b’ € Nya’? +b2 =ne

a'’x=-bx=, —xax=(—x?)a=, a=b".
A meno di effettuare tali variazioni, resta da dimostrare che (a’,b’) = 1 e che non vi sono
ulteriori coppie. Se scriviamo b = ax + kn otteniamo
n=a’4+b?2=a’+ (ax+kn)? =a’+a’*x* +knax+knax+k’n?

=a’(x*+1)+knax+kn(ax+kn)=a’ln+knax+knb

= (a(aln+xk)+kb)n.
Da cui

a?+b>=n < (alaln+xk)+kbn=n < alaln+xk)+kb=1
< aax+bp =1,

ovvero (a,b) =1.
Supponiamo infine che (A, B) sia una seconda coppia che soddisfa il teorema, per cui

(A)B):1 (a)b):1

A?+B*=n a?+b*=n

Ax =B (mod n) ax=b (modmn)
In particolare n? = (a A +bB)? 4+ (aB —bA)?, dove

aA+bB=aA+aAx?=aA(1+x?) =0 (modn) = aA+bB=kn.
L’unica possibilitd ¢ che aA+bB=neaB—-ba=0, da cui
alAb = alA

aB=Ab = — a=A.
AlaB = Ala

e analogamente b = B. m|
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Lemma 5.12. Sia ax? +bx +c¢ = 0 (mod p), p > 3 primo, una congruenza di
secondo grado e sia D = b2 —4ac il discriminante. Allora la congruenza ammette
soluzioni se e soltanto se D & un residuo quadratico modulo p.

Dimostrazione. Applichiamo gli stessi passaggi che si effettuano nel caso di equazioni
reali

ax? +bx+c=p 0 < 4a’x* +4abx+4ac=,0
< 4a’x* +4abx +b? =, b2 —4ac
< (2ax+b)? =p b% —4ac.

A questo punto si tratta di risolvere il sistema

y2 =D (mod p)
2ax+b =7 (mod p)

dove § ¢ una soluzione della prima congruenza. Osserviamo che la seconda congruenza é
sempre risolubile a meno che p | a, il quale é perd un caso banale. Pertanto abbiamo una
soluzione quando y? = (mod p), ovvero quando D & un residuo quadratico modulo

P. O

N

Esempio. Dimostriamo che
p=1(mod3) «— 3Ix,yeZ:p=x>+xy-+y-.
Consideriamo 1'uguaglianza p = x* + xy + y? modulo 3
p=x"+xy+y? =3 x> —2xy+y’ = (x—y)~.
Ora se n € Z3 si ha che n? € {0, 1}, per cui
p=3(x—y)?e{01.

D’altronde p primo ci dice che p Z 0 (mod 3), da cui p =1 (mod 3).

Consideriamo la congruenza associata T2 +T+1 =, 0 e supponiamo che « sia una sua
soluzione. Tale soluzione esiste per il lemma precedente, in quanto il discriminante &
—3 e abbiamo

(3)-cors e ()= (0)(52) () -

Ora utilizzando argomenti analoghi al lemma delle gabbie e dei piccioni, avremo che
esistono a,b € Z tali che

0 <lal, bl < /p e ax=Db (mod p).

Da cui
a?+ab+b2=a(l+a+a?) =0 (mod P,

in quanto « ¢ soluzione della congruenza T? + T + 1 =, 0. Inoltre
0 < a®+ab+b2<3p = a?+ab+b>={"
~— P 2p
A<O
Ora se per assurdo a? 4+ ab + b? = 2p, dal momento che p = 1 (mod 3), si avrebbe
(a—b)2 =2 (mod 3),

che ¢ assurdo per quanto mostrato nella prima parte dell’esercizio. Per cui a?+ab+
b? =p.

81
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V7

N\

Teorema 5.13 — Ulteriori proprieta

Consideriamo le seguenti funzioni enumerative
o TM)=#{x€Zyn|x*=-1 (mod n) };
e RF(n)=#{(a,b) eN?| (a,b) =T,a? +b* =n };
e Rn)=#{(a,b)€Z?|(a,b)=1,a®>+b*>=n}.

Allora
Tn) =RT(m),n > 1 e R(n) =4R*"(n), vV n.

J

Dimostrazione. Posto . > 1, mostriamo che vi é una corrispondenza biunivoca fra
{x€Zn|x*=—-1 (mod n) } e {(a,b) eN?| (a,b) =1,a* +b*=n}.

Se x soddisfa x2 + 1 = 0 (mod n) abbiamo gia mostrato che esiste un’unica coppia
(a,b) € N? che soddisfa le proprieta cercate.
Viceversa supponiamo che (a,b) € N? soddisfino

a?+b*=n e (a,b) =1.

Ora se (a,n) =d > 1 allora d | a?,n, in particolare d | b> =n — a?, per cui d | (a?,b?),
ma cio é assurdo in quanto (a,b) =1 = (a?,b?) = 1. Quindi (a,n) =1 = ax =
b (mod n) é risolubile e ammette un’unica soluzione. Mandiamo quindi (a,b) in tale
soluzione x, avremo

n=a?+b?> = 0=a?+b?=a’(x*+1) (modn),
d’altronde (a,n) =1, quindi x> = —1 (mod n).
Dimostriamo infine che R(n) = 4R*(n). Sia (a,b) € N? tale che (a,b) =1e a?+b? =n.
Se a,b # 0 posso considerare le coppie

(Cl,b), (_a)b)) (Cl, _b)> (—Cl, _b)

Se invece ab = 0 allora a = 0 oppure b = 0. Supponiamo che a = 0, ma abbiamo gia
osservato che (a,n) =1, quindi n = 1, che il caso escluso per ipotesi. m|

Osservazione. T(n) & moltiplicativa, infatti gia sappiamo che se f € Z[x],
N¢(n) = #{x € Zn [ f(x) =0 (mod n) },

¢ moltiplicativa.

Proposizione 5.14 — Calcolo della funzione T(n)
Preso n € N, sia T(n) il numero delle soluzione di x2 +1 =0 (mod n). Allora

Tn) = {O se 4 | n oppure se q | n con q =4 3 primo

2wo () altrimenti

dove wy(n) ¢ il numero di primi dispari che dividono n.

Dimostrazione. Chiaramente il risultato é valido per T(1) = 1, per cui assumiamo n > 1.
Abbiamo gia osservato che T é una funzione moltiplicativa. Quindi se consideriamo la
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scomposizione di n come
n= 2] il
dove pj, qi sono primi tali che pj =1 (mod 4) e uy =3 (mod 4), allora
T) =T2)T(py") - .- T(PYH)T(u]") - oot - T(uds).

Si verifica facilmente che T(2) = 1. D’altronde x> + 1 = 0 (mod 4) non ha soluzioni e
pertanto T(2") =0 per r > 2. Segue che T(n) =0se 4 |n.

Supponiamo adesso che q sia un primo tale che g = 3 (mod 4), ne segue che —1 non &
un residuo quadratico modulo q, quindi T(q®) =0 per s > 1. In particolare T(n) =0 se

qln.

Resta da dimostrare che se p = 1 (mod 4) primo, allora T(p") = 2 per ogni r > 1.

Sappiamo che se p = 1 (mod 4) allora x> +1 =0 (mod p) ammette soluzione, pertanto
T(p) = 2. Ora se « ¢ tale che a? +1 =0 (mod p) allora 2cc Z 0 (mod p), quindi, per il
teorema del sollevamento ogni soluzione si solleva a p? in modo unico. Iterando questo
procedimento si mostra proprio quanto richiesto. O

V7

N\

N

Teorema 5.15 — Calcolo della funzione S(n)

Consideriamo la funzione enumerativa della somma di due quadrati definita come
Sm)=#{(a,b)€Z?|a®+b*=n}.
Allora n
sy =4Y T<¥>.

dZn

Dimostrazione. Per definizione

Smj= Y 1= Yy 1

(a,b)ez? deN (a,b)ez?
a?+b?2=n d=(lal,Ibl)
a’+b2=n

Ora se d = (|al,[b]) allora d? | a? + bZ2 = n. Quindi se scriviamo a = da; e b = d b

otteniamo
n

a%—i—b]Z:?.

Da cui

sm=3 > =3 ¥ =3 R(g)

d?In (a,b)ez? d?n (a;,b;)ez? dzin
d=(lal,Ibl) (larl,lb1)=1
a?+b?=n aZ+b?=n/d?
n
=4Y T(g)-
d?In
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il teorema del
sollevamento viene
trattato
nell’esercizio 7 del
secondo foglio di
esercizi
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di S(n)

C Teorema 5.16 — Scrittura alternativa

Consideriamo la funzione enumerativa della somma di due quadrati definita come
Sm)=#{(a,b) €Z* | a*+b*=n}.

Allora
0 2lm

MmﬂZMW,dMMWZ&WpZH1

Dimostrazione. Sappiamo che x4 € una funzione totalmente moltiplicativa, da cui

wmn) =Y xa(m),

min

é moltiplicativa. In particolare

WP =D xalm) =) xa(p®) =xa(D)+xa(p) +...+xa(p%)
mlpx B
1 p=2
a+1 p=1 (mod4)
1 p=3
0 p=3

(mod 4), x pari
(mod 4), « dispari

Ora, anche

dZ|n

& moltiplicativa, quindi ci basta calcolare S(p%)/4:

S(p%) _ Z T (P“) _ Tp*) +T(p*2)+...+T(1) se o pari
el d2 TpX) +Tp*2)+...+T(p) se « dispari

Sappiamo che
1 sep*=2
Tp*)=<¢0 sed4|p* oppure p =3 (mod 4)
2 sep=1 (mod4)

Da cui

1 se « pari, p =2
1+2% se «pari,p=1 (mod 4)

S(p*) )1 se o pari, p = 3 (mod 4)

4 )1 se « dispari, p =2
Z“T” se o dispari, p =1 (mod 4)
0 se o dispari, p =3 (mod 4)
1 se p =2 oppure p =3 (mod 4) con « pari
=40 se p =3 (mod 4) con « dispari

a+1 sep=1 (mod4)

Dal momento che i risultati coincidono la tesi ¢ verificata.
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Osservazione. Dalla dimostrazione si puo ricavare 'andamento medio si S(n):

TYsm=1 Y Y xalm=1 ¥ xatm [ 1),

n<T n<T min m<T
Teorema 5.17 — Stima asintotica della somma di S(n)

‘a N\

Consideriamo la funzione enumerativa della somma di due quadrati definita come

=#{(a,b)eZ? | +b?=n}.

Allora
Y S(n)=nT+O0(VT),T - +oo.

n<T

- J

Dimostrazione. Sfruttiamo nuovamente il metodo dell’iperbole di Dirichlet (vedi teorema
2.15):
> Sm)=4) > xalm)=4 ) xala)
n<T n<T mn a,beN
abgT
= > xala) ) 1+ )Y Y xla)
a<vT b<T/a b<VT VT<a<T/b
—4Y xla [] —a1 Y xala) o).
a<vT a<<vT
Posto o = )_ % otteniamo
4aT+0 [T ><4((1a) +O(VT) =4aT +O(VT).
a>VT
Ora N N
o0 o0
x4(n) (—N*
2 =
Xa(2k) =0 = ) P
n=1 k=0
Inoltre da .
1— t+1
Z ya = -I E )
a=0 Y
posto y = —x~“, otteniamo
k—1 k—1
1 —x2k x2k 1
1)y 2n 1\, 2n
Z( R T+x2 Z( R L7 Rl g
n=0 n=0
Da cui o
1 1 2k
s dx
= — = | x*"d J d
4 J0]+X2 Z( ) JOX Xt 0] x2 %
n=0
ovvero
k—1 1 2k k—1 n k-1 n
(-1 J x (=1 J 2k 1) 1
dx < dx = .
n:Ozn+1 R nZ:OanJFO Zzn+1 1
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la seconda somma
del secondo
addendo
corrisponde a

T—14+1—...<1
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Riepilogando
k—1
(-)" m 1
1;)2n+1 =279\ )
da cui
aT Yy X‘%ffHO(ﬁ):mom). O
asVT

5.3 SOMMA DI QUATTRO QUADRATI

Lemma 5.18 (Idendita di Eulero). Siano nj,n; € N tali che ny =40 e n, = 400.
Allora

niny = 40
Dimostrazione. Supponiamo che
n1:x%+x§+x§+xﬁ e nzzy%-FU%‘f'U%‘*'Ui-
Allora é sufficiente verificare la seguente uguaglianza per ottenere la tesi
(F +x3 +x3 +x3) (YT +y3 + Y3 +yd) = (xy1 +x2y2 +x3Y3 +xaya)?

+ (x1Y2 — X2Y1 +X3Y4 — Xay3)? + (X1Y3 — X3Y1 — X2Ya + x4y2)?
+ (x1Y4 — xay1 —x3Y2 +x2Yy3)%.

O

C Teorema 5.19 — di Lagrange

Ogni n € N ¢ al pitt somma di quattro quadrati.

Dimostrazione. Per 'identita di Eulero ci basta dimostrare che per ogni p primo si abbia
p =40.

Per p = 2 la tesi ¢ verificata in quanto 2 = 12 4 12 + 0% + 02.

Supponiamo che p = 1 (mod 4), allora per il teorema di Fermat p = x? +y?. Quindi
anche in questo caso la tesi & verificata per p = x? +y? + 0% + 0.

Resta da verificare il caso q primo con q =3 (mod 4). Certamente

q=3 (mod 4) = <_q1> =—1.

e ()1}
@ - ()
=)-EE)-

Quindi abbiamo che a = x? (mod q) e —a — 1 = y? (mod q). Naturalmente posso
scegliere [x|, [yl < § ed ottenere

Definiamo

In particolare avremo

Da cui

x* +y%+1=maq,
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dove m > 1 e m < q. Quest’ultima perché

2 2 2
2, .2 B B _ 9
Y IS ot 1= 54,
da cui
2 1
mq<q—+1 <:>m<ﬂ+—<q.
2 2 q

Quindi abbiamo verificato che se ¢ = 3 (mod 4) allora esiste 1 < m < q tale che mq =
Xt +x3 + x5 +x3.

Vogliamo mostrare che il minimo con tale proprieta é proprio m = 1.

Osserviamo che se fosse m pari si avrebbe che il numero di j tali che x; ¢ pari ¢ 0,2 oppure
4. In ogni caso possiamo concludere, a meno di riordinare gli indici, che

X1 =x2 (mod 2) e x3 = x4 (mod 2).

2 2 2 2
m X1+ X2 n X1 — X2 " X3 + X4 i X3 — X4
29772 2 2 2
Da cio deduco che al posto di m posso prendere m/2, questa ¢ una contraddizione se

assumiamo che m ¢é il minimo.
Possiamo quindi supporre m dispari. Per ogni j = 1,2, 3,4 consideriamo y; tali che

Da cui

m
Yj =% (mod m) e ly;| < >

dove |y;| # m/2 in quanto m ¢é dispari.
Avremo quindi

YiFY2+Y3+yi =0 (mod m) = yi+y3+y3+y; =moem,
dove my # 0 poiché altrimenti si avrebbe

2

Yyj=0,Vj = x=0 (mod m) = gqm=km* <= q=km = m]|q,

che é assurdo in quanto 1 < m < q con q primo. D’altronde my < m, infatti
2 2 2 2 m? 2
mem =y7+y;+ys+yz <4T =m’ = mo<m.
Riassumendo sappiamo che
20202 .2 . .
mq =xj +x3 +x3+x3, con 1 < m < q dispari,
e che
_ .2 2 2 2 C=us
mmo =yj +y35 +y3 +yz, conl <mg<mex;=y; (mod m).
Quindi, per l'identita di Eulero

mzqm0:4ng/+ o + O + 0O

~—~— ~—~— ~—~—
=0 (mod m) =0(mod m) =0 (mod m) =0 (mod m)
da cui
n O O n O
mpy = —S+t—=+—=
qmo 2T T2 T2

ovvero moq = Z% + Z% + Z% + Zﬁ, con my < m, che & una contraddizione se assumiamo
che m & minimo. O
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5.4 SOMMA DI TRE QUADRATI

C Teorema 5.20 — di Legendre

Sia n € N. Allora n ¢ la somma di tre quadrati se e soltanto se

n #4474 8k),L,k e N.

N\

Dimostrazione. Se x € Zg allora x* € {0,1,4}. Osserviamo che non ¢’¢ modo di ottenere
7 come somma di 3 elementi tra {0, 1,4}. Per cui

7 + 8k # 300

Quindi la tesi & vera per | = 0. Procediamo ora per induzione su 1. Supponiamo quindi
che non esistano interi della forma

4474+ 8k)=0+0+0.
Dimostriamolo per 1+ 1. Supponiamo per assurdo che esistano x7,x2,%x3 € Z tali che
497 4 8k) = x% 4+ x5+ x2.

Osserviamo che modulo 4 si ha x? = 0 se x & pari e X2 = 1 se, viceversa, x ¢ dispari.
Quindi
XF4+x3 +x3 =417+ 8k) =0 (mod 4),

ci dice che x1,%2,%3 sono tutti pari, da cui

447 4 8k) = (%‘)

H(EF)3)

che ¢ assurdo per ipotesi induttiva. O



6 TEORIA ELEMENTARE DEI
NUMERI PRIMI

6.1 RIVISITAZIONE DEL TEOREMA DI EUCLIDE

Nella prima parte del corso abbiamo dimostrato il teorema di Euclide sull’infinitezza dei
numeri primi. In questo paragrafo amplieremo questo risultato.

N

C Teorema 6.1 — Serie dei reciproci dei primi

La serie

1
v

é divergente.

- J

Dimostrazione. Per ogni X > 2 reale, consideriamo

neni)

p<X

da cui, passando al logaritmo,

lnPX:ZIn<1;>.

p<X

Ricordiamo che I'espansione di Taylor di —In(1—1t) ¢
—In(1 —1) it— per [t| < 1.
—n

Nel nostro caso 1/p ha modulo chiaramente minore di 1, quindi

lnPX:—Zln< ) ZZ

p<X p<X h=1
Z +D_ Z
px P p<xho 2

Definiamo

Noi vorremmo dimostrare che S; — oo per X — oo. Per farlo mostreremo che S, é
limitata e che Px diverge. Infatti

> 1 Gl | Gl |
0 fpr Sl =l iy S oy

h=2
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da cui

1 = 1
< < — <K _ =
R e P B

dove 'ultima serie é 1 in quanto

ad 1 i 1 1 1 1 1 1
I B CaaSEI IR T T S BN

n=

N

Per cui 0 < S, < 1. D’altronde, per X — oo, avremo

AN S
peTl () O X
p<X p<X h=0 heN
max{p primo :p/h}<X

1
> Y - = foo.
Zh +00
h<X

Da cui la tesi. O

Osservazione. Questo risultato ci prova che i primi non sono un sottoinsieme
"rarefatto" dei naturali. A differenza, ad esempio, delle potenze di due.

Osservazione. Il matematico Viggo Brun, dimostro che la serie dei reciproci dei numeri
primi gemelli
>

P primo
p+2 primo

converge.

6.2 FUNZIONE DI VON MANGOLDT

Nel capitolo 1 abbiamo parlato della funzione 7t(X), che denota il numero di primi nell’in-
tervallo [2, X]. Sappiamo che Hadamard e de la Vallée Poussin hanno dimostrato nel 1896 il
teorema dei numeri primi

X

7T(X) ~ ﬁ.

Negli anni ’50 il teorema fu ridimostrato con metodi elementari da Selberg ed Erddés.

Prima di questa dimostrazione si pensava che questo teorema fosse "trascendente", ossia
che non fosse dimostrabile senza ’utilizzo di analisi complessa. Intorno al 1850, il matematico
Chebi¢ev dimostro che esistono C1,C, € R tali che

X

C— <n(X)<C

X <G o con0<Ci<l<Cyr<2.

In questo paragrafo introdurremo una funzione che ci sara utile per dimostrare questo
risultato.

Definizione 6.2 — Funzione di von Mangoldt

Si definisce funzione di von Mangoldt la seguente funzione aritmetica

AN = C,A(m) = {hlp se n =p%* con p primo

0 altrimenti




6.2 FUNZIONE DI VON MANGOLDT |

[
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A \

Teorema 6.3 — Trasformata di Dirichlet di

La trasformata di Dirichlet di A &

> A(d) =Inn.

dn

J

Dimostrazione. Sian =p7' -...-pgs. Osserviamo che ogni divisore di n che non sia del
tipo p* contribuisce in maniera nulla alla somma in questione. Quindi

S A@-Y Y A -3 3
amn j=1p=1 =1 p=1
s 23] s s
:ZlnijI:Zocjlnpjzln I—Ipf‘j
j=1 p=1 j=1 i=1
=Inn. O

Osservazione. Ricordiamo che se

s =y T,

n=1

allora C¢(s)Cg(s) = Crag(s).
Quindi, sapendo che A x 1(n) = lnn, avremo

CAx1(8) = Qun(s) <= Cals)C(s) = Qunl(s),

da cui

(Z Af;”) )=y B =)

n=1 n=1

C Teorema 6.4 — Stima asintotica di una somma di A

Vale la seguente stima

> Am) [é] =XInX—X+0(nX),  per X — +oo.

n<X

/

Dimostrazione. Applichiamo la formula delle somme parziali, trattata a pagina 98, alle
somme di Inn:

X [LL] X X]
Z Inn=[XInX-— —du=XInX+O(InX)—| du+0O —du
<X 1 u 1 1 u

=XInX - X+ O(ln X).
Per il teorema precedente Inn = A % 1, da cui

Y ln=>) Y Ad)=) A(d) ) 1

n<Xx n<X din d<x n<Xx

=> Ald) [ﬂ ) O

d<x
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ricordiamo che
X =X—-{X}=
X+0(1)
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0.3 TEOREMA DI CHEBICEV

C Teorema 6.5 — Valore medio

Esistono C3,C4 € R tali che

Z A(n) < C4X, per ogni x > 0.

- J

Dimostrazione. Ricordando la stima del teorema precedente avremo

X X
S am (]2 o)) = X am 1] -2 X am |
m<X m<X mgX
X
=Xl 1 -2 A(m) |—
=XInX —X+ O(InX) Z [Zm}
X X X X
XlnX—X—i—O(lnX)—Z(zlnz—2+O<ln2)>
=XIn2+ O(In X).
Osserviamo che per ogni « € N si ha
o
<lal-21=| <
0\[0(] 2{2}\1>
infatti, dalla nota disuguaglianza o — 1 < [&] < &, otteniamo
x
_ — | < — —_ =
led 2[2}\“ 2[2}“" 2(2 1) %
o o
_ — > —_ ) — — — = = —
(o] 2[2}/[@ 25 > a1 22 1,

da cui segue che il risultato in quanto le parti intere sono quantita discrete.

Per cui
Y AMm = Y Am) ([ﬂ -2 Lﬂ) = XIn2+ O(InX).

m<X m<X

Quindi per X > C3 si ha

Z A(m Xln2

mgX

Resta da mostrare la seconda disuguaglianza. Chiaramente, per quanto mostrato prima,

> oAm = > /\(m)qx]—zzm)

X <mgX X <mgX

D’altronde per m € (%,X] avremo

X X
[m] =1 [Zm} =0
quindi in particolare

Y oam= ¥ am([X]-28) < 5 am (%] -2[2))

X <mgX ¥ <mgX m<X

=XIn2+ O(In X),



6.3 TEOREMA DI CHEBICEV | 93

ovvero
> Am) < XIn2+ ClnX < C4X, ¥V X >0,
X <mgX
a patto di prendere C4 molto grande. O

‘4 Teorema 6.6 — di Chebicev \

Sia p la funzione enumerativa dei numeri primi, allora:

X X
3Ci,CeRT:C X)<Cr—
1,C2 € X S 7i(X) 2150
con0<Ci<l<CreX2>2
Dimostrazione. Per il teorema precedente
lenZ Y Am)= ) Ip=) Ip-#{keN|p* <X} la prima

mgX P, keN p<X uguaglianza seque
pr<X nel prendere tutti i

valori per cui /A é

_Zl P|:1n :| Z n M—ZIHX non nulla

p<X p<X p<X
=InX - 7(X).

Da cui : X
>-In2 > Cs.
n(X) > zan lnX’VX/ Cs

Per la seconda disuguaglianza, sfruttiamo ancora il teorema precedente,

> Am)< c42) Vx>=0,Vj>0.

Sia k € N tale che 2% < VX < 2¥+1 . Ne deduciamo che

Y <Y Y am

VX<mgX 370 P am<SS
Infatti
o perj=0sihame (3X];
e perj=1sihame (%,%];

3]

° perj:ksihamE(szH,

N

D’altronde

ff<1f:> (VX,X] € (21<X+1*X]’

2k+'| 2k+'|

quindi la seconda somma contiene pitt addendi della prima, ed & pertanto pit grande.
Per cui applicando la disuguaglianza del teorema precedente

k
D> Alm)<CaX) 217 < 204X,

VX<m<X j=0

ovvero

> A(m) 20X, ¥ X >0,
VX<mgX
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Infine
1
=S =3 1+ Y 1<+ Y np
p<X p<\F VX<p<X f<p<x
VX<pg<X f<p<X
da cui X X
< A .
X) < \&+4C4lnx <Csin
se Cs ¢ sufficientemente grande. |

64 TEOREMA DI MERTENS

T Teorema 6.7 — di Mertens \

Per X — 400 vale

Ly % =InX+0O(1).

m<X

2. Y 2P _ x4 o).
p<X

1
3. ) =In(nX) +A+o<1 x)

p<X

Dove A ¢é la costante di Mertens.
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71 PRIMO FOGLIO

Esercizio 7.1. Si calcoli il valore di
e MCD(5520,3135),
e MCD(8736,3135).

Soluzione. Applichiamo ’algoritmo di Euclide:

e Nel primo caso avremo

5520 =1-3135+ 2385
3135 =1-2385+750

2385=3-750 +75
135 =175+ 60
75=1-60+15
60 =4 .15,
quindi (5520,3135) = 15.

e Nel secondo

8736 =2 - 3135 + 2466
3135 =1- 2466 + 669

2466 = 3 - 669 + 459
669 = 1459 + 210
459 = 2210 + 39
210="5-39+15
30=2-15+9
15=1-946
9=1-6+3
6=2-4,

per cui (8736,3135) = 3.

Esercizio 7.2. Si calcoli il valore di
e vy (701),
e v5(125!),
e v7(1301).

Soluzione. Ricordiamo che, per il teorema 1.30, avremo

+oo
%mnzzi;}

k=1

Applichiamolo quindi al nostro esercizio:
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e Per il primo punto

+o0o
70 70 70 70 70 70 70
- 3] 3]+ )+ 2] () 30
k=1
=35+17+8+4+2+1=67.

e Per il secondo

+00
125 125 125 125
woz =3 2] =[]+ |2+ |3
k=1
=25+5+1=31.

e Infine per il terzo

s 3 [37] - [F]+ []

18220

Esercizio 7.3. Siano a,b,c € N, si dimostri che
e Sealn,b|ne(ab)=1, allora

ab|n.

e Sealbce (a,b)=1, allora
alec.

Soluzione. Siano a,b,c € N.
e Per ipotesi (a,b) = 1, quindi, applicando 'identita di Bezout, avremo
l=xa+yb < n=nxa+nyb,

ora, a|neb|n, per cui ax = n e b = n, sostituendo nell’equazione precedente
avremo

n=bpxa+axyb=ab(Px+ ay),

ovvero
ab|n.

e In modo del tutto analogo, poiché (a,b) =1, avremo
l=xa+yb < c=cxa-+cyb,
ma a|bc, quindi ax =bec, da cui
c=cxa+aay=alcx+ay),
ovvero
alc.

Esercizio 7.4. Si dimostri che esistono infiniti primi p della forma p =4k — 1.

Soluzione. Supponiamo per assurdo che pj - ... ps siano tutti e soli i primi della forma
p = 4k — 1. Consideriamo quindi N = 4p; - ... - ps — 1. Osserviamo che N ¢é della forma
4t —1 e che (N,p;) =1, rimane quindi da mostrare che N ammette un divisore primo della
forma 4k — 1.
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Se condiseriamo un qualsiasi n € N, avremo, per la divisione col resto, che
n=q4+r, conre{0,1,2,3}

inoltre se n ¢ dispari, come nel caso dei numeri primi distinti da 2, avremo r =1 o r = 3.
Cio significa che i primi dispari sono tutti della forma 4k —1 0 4k+1. Ora, se N avesse tutti
i fattori primi della forma 4k + 1, si avrebbe

N =11

inoltre
4k +1)(4k2 +1) =4(k1ka + k1 + ko) +1=4h +1,

per cui N sarebbe della forma 4z 4+ 1. Ma cio é assurdo per la scelta di N in quanto
4z4+1=4p1-...-ps—1 <= 4(z—p1-...-ps) =—2,

ovvero se e soltanto se 2| 1, che ¢ assurdo.

Esercizio 7.5. Sia, per k > 1,

+
8

1
C(k) = W)

3
L

la funzione ¢ di Riemann, si dimostri che

1 1 u(n) 1 1
— = —_— h = — — .
Z . ¢(k)+0O (Xk1 ) e che K 0 +0 X
n<X n<X
Soluzione. Chiaramente :
= LK) +E(X),
n<X
con
1 1
EX)I=) =D —
n>X n>M
1 1 n
Mk (M+T1)k 77

Applicando una disequazione integrale otteniamo

+°°dt< 1] oo dt
S SawEt], w

M n>X
ovvero
> 1 L + L PN
= nk ([X] + 1)k k([X] + .I)k71 ka71 Xk*]
Per la seconda uguaglianza avremo
p(k) 1
— =——+E(X)
k )
= (k)
dove
p(h)
E(X) = >
h>X h
p(h)
<) G
h>X
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Esercizio 7.6. Sia N un numero dispari perfetto, dimostrare che ¢ della forma

N =pi & (ps2 -...-pg‘S)z, dove p =1+ 4h.

Soluzione. Scriviamo la generica fattorizzazione di N
N=pi"-...-pg,
con pi > 2 in quanto N ¢ dispari. Ora N ¢é perfetto, quindi

o(N) =2N =2(1+2a) =2 + 4aq,

oN)=(0+pr+...p7")(T+p2+...+pP5) oo (T4 ps+ ... +P),

che & quindi pari ma non divisibile per 4. Cio significa che esistera un unico i tale che
(1 +pi+...+ pg“) é pari ma non divisibile per 4, mentre, di conseguenza, tutti gli altri
fattori di o(N) saranno dispari.

Assumiamo per semplicita che i = 1. Ora il generico (1 +p;+...+ p;xj) dispari, sara
somma di o;+1 elementi tutti necessariamente dispari in quanto, per ipotesi, p; > 2. Avremo
quindi, preso j > 2, che «; + 1 ¢ dispari, ovvero

o4 pari, Vj = 2.
Per la medesima ragione o« € necessariamente dispari. Riepilogando

_ o T4+20
N =7p,

x2

(pS -...-pg‘S)z.

Resta da mostrare che non vi sono altre fattorizzazioni possibili, ma, per quanto detto finora,
24+4a=0(N)=(1+p1+...+p7* " 1)ad,

dove d e dispari, mentre il primo fattore é primo ma non divisibile per 4. Quindi p; =4c+e¢
con ¢ = %1, da cui

24+4a=0(N)=(T+e+4dc+(e+4c)* +...+ (e +4c)* " 1)d
=(T+e+e’+...+2 7 +4D)q,

2001 +1

dove, ancora una volta, avremo 1+ ¢4 ¢e2+...+¢ pari ma non divisibile per 4, quindi

200141
200 +2 e=1
T+ete?+... 420 = ek =

( ) Z +1 e =—1

k=0

Infine, 'unico modo per ottenere un numero pari ma non divisibile per 4, é che e =1 e
sia pari, ovvero

1+4k

N =p; (pgz-...-pg‘S)z, con p; =4c+1.

7.2 SECONDO FOGLIO

Esercizio 7.1 (Formula delle somme parziali). Sia (an)nen una successione di valori
in C e sia @(x) una funzione di classe C'. Si dimostri che

> anoln) = AKX - [ Awe'Wdy,  cn  AM= Y an

1<n<x T<n<x
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Soluzione. Suddividiamo l'integrale
X o+l X
A(X)(p(x)—J AW e’ (u) du = A(x ZJ A(u)(p'(u)du—J Alw) e’ (u) du.

1 [x]

Osserviamo che nell’intervallo (n,n + 1) avremo che A(u) = A(n), da cui

[x]—1
Z Am) e = Ax) e(wl,
[x]—]
= Albdetx]— ) A)(en+1)— (1)) — Abdetx] + A(Ix]) o ([x])
n=1
[x]—1 [x]—1
=— ) (Am+D—an)en+1) +ZA n) + A(IxI) o (Ix])
n=1
[x]—1 [x]—1 [x]—1
==Y Am+NDoem+1)+ Y anaem+1)+ Y Am)em)+A(K)e(x)
n=1 n=1 n=1
[x]—1
= > anprem+1)+A(l Zan(p
n=1

Esercizio 7.2. Si trovino tutte le soluzioni di
5X =10 (mod 35),

nell’intervallo [—500, 500].

Soluzione. La congruenza ammette soluzioni se e soltanto se (5,35) | 10, ma (5,35) =5, per
cui le soluzioni esistono e sono precisamente 5. Quindi

5X =10 (mod 35) < X =2 (mod 7),
ovvero X =2+ 7k con 0 < k < 4. Per cui le soluzioni modulo 35 sono
2,9,16,23, 30.

In particolare le soluzioni intere nell’intervallo [—500, 500] seguono da

4
500 < 2+ 7k < 500 <= [_S(ﬂ F1<k< [38}

ovvero —71 < k < 71 che corrispondono precisamente a 143 soluzioni.
Esercizio 7.3. Calcolare tutte le radici primitive modulo 50

Soluzione. La strategia consiste nel trovare una radice primitiva modulo 5%, per il teorema
3.27 essa sara automaticamente una radice primitiva modulo 25%, infatti 50 = 2 52.
Possiamo osservare facilmente che 3 € una radice primitiva modulo 5, infatti

3¢(5) = 3% =1 (mod 5).
Per sollevare 3 ad una radice modulo 5% cerchiamo t € Z tale che
(3+5t)* =145u, con5fu.

Se t = 0 avremo
3*=81=1+80=1+516, con 5116,

99
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per cui 3 ¢é una radice primitiva modulo 5%, in particolare, essendo dispari, ¢ una radice
primitiva modulo 25% e quindi anche modulo 50.

Tramite una radice primitiva conosciamo anche tutte le altre, esse saranno della forma
3% con (k, (p(SO)) = 1. Pertanto esisteranno precisamente (p((p(SO)) = @(20) = 8 radici
primitive modulo 50:

31 )33’ 37)39’ 31 1 ’313,317’ 319’
ovvero

3,13,17,23,27,33,37,47.

/-3 TERZO FOGLIO

Esercizio 7.1.a. Sia p # 5 primo tale che p = x? 4+ 5y?, con x,y € Z. Allora

p =1 (mod 20) oppure p =9 (mod 20).

Soluzione. Supponiamo che esistano x,y € Z tali che p = x? + 5Y, consideriamo tale
uguaglianza modulo 4:
p=x%+5y2 =x? +y? (mod 4).

Ora se n € Z4 allora n? € {[0l4, [1]4}, per cui
X2 +y? € {004, (14, 121s} = p=1 (mod 4),

in quanto p primo implica p # 0,2 (mod 4).
Analogamente consideriamo 1'uguaglianza modulo 5:

p =x?+5y% =x? (mod 5).
Se n € Zs allora n? € {[0]s, [1]5, [4]5}, per cui
p=1 (mod5) oppure p =4 (mod 5),

in quanto, di nuovo, p primo implica p #Z 0 (mod 5).
Riepilogando se p = x? + 5y? allora

p=1 (mod 4) p=1 (mod 4)
oppure
p=1 (mod 5) p =4 (mod 5)

da cui si ottiene facilmente la tesi.
Esercizio 7.1.b. Si dimostri che per ogni p = 1,9 (mod 20) esiste k € {1, 2, 3,4,5}

tale che
kp = x? + 5y2.

Soluzione. Sia & € Z una soluzione di x> +5 = 0 (mod p). Osserviamo che tale soluzione
esiste se e solo se —5 & un residuo quadratico modulo p D’altronde p = 1,9 (mod 20) si ha
p =1 (mod 4), quindi

(5)-G)-(5)-6)-(-57)

e = —_ = — = —_ = _— = ].

P P 5 p 5

Per il lemma delle gabbie e dei piccioni sappiamo che esistono x,y € Z tali che
O<ixhlyl<vpP e ya=x (modp).

Quindi

x* +5y? =, y?o? +5y2 = y?(a? +5) =0 (mod p) = x* +5y* = kp.
Inoltre 0 < x? + 5y? < 6p, quindi k € {1,2,3,4,5}.
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Esercizio 7.1.c. Dimostrare che se x,y € Z allora x? + 5y # 2,3,7,18 (mod 20).
Dedurre inoltre che se p é primo con p = 1,9 (mod 20), allora

p = x? 4 5y? oppure 4p = x* + 5y2.

Soluzione. Abbiamo gia mostrato negli esercizi precedenti che necessariamente
x> +5y2=0,1,2 (mod4) e x*+5y?>=0,1,4 (mod 5).

Bisogna quindi risolvere tutti i possibili sistemi che queste condizioni inducono. Svolgendo i
calcoli si ha che
x? +5y% =0,16,4,5,1,9,10,6,14 (mod 20),

che come ci aspettavamo non coincidono con 2,3,7,18.
Orase p =1 (mod 20) e fosse x? + 5y = 2p, 3p allora

X% 45y = 2,3 (mod 20),

che ¢é assurdo per la parte precedente.
Analogamente se p = 9 (mod 20) e x? + 5y2 = 2p, 3p allora

x? +5y% = 18,7 (mod 20),
che é nuovamente assurdo.
Osserviamo infine che se x? + 5y? = 5p allora 5 | 5p,5y? = 5| x%. Quindi x = 5x/, da

cul
25x/2 +5y? =5p = 5x'2 +y? =p,

che un caso gia considerato.

Esercizio 7.1.d. Dimostrare che se 4 | x? + 5y? allora 2 | (x,y).
Dedurre che se p € primo si ha

p=1,9 (mod 20) < p=x%+5y?x,y €Z.

Soluzione. Se per assurdo 2 1 (x,y) allora
x =1 (mod 2) oppure y=1 (mod 2) oppure xYy =1 (mod 2).
Nel primo caso si avrebbe x2 =1 (mod 4) e y =0 (mod 4), quindi
x? +5y? =1 (mod 4),

che ¢ assurdo in quanto 4 | x + 5y2.
Nel secondo caso, analogamente, y> = 1 (mod 4) e x> =0 (mod 4), quindi

x? +5y> =5=1 (mod 4),

che ¢ nuovamente assurdo.
Infine nell’'ultimo caso, si avrebbe x?,y?> =1 (mod 4), da cui

x? +5y2 =6 =2 (mod 4),

che ¢ anch’esso assurdo.
Dall’esercizio precedente sappiamo che

p=1,9 (mod 20) < p,4p =x% +5y%,x,y € Z.
Ora se 2| (x,y) allora x =2x" e y = 2y’, da cui

4p =x? +5y? = 4p =4x"?+4.5y? = p=x"?+5y"%
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Esercizio 7.2. Siano a,b € N; si calcoli il numero di modi in cui € possibile esprimere
6°65°

come somma di due quadrati.

Soluzione. Dobbiamo calcolare S(6965°). Sappiamo che S(1n)/4 ¢ una funzione moltiplicativa

e
S(p%) 1 se p =2 oppure p =3 (mod 4) con « pari
Z =40 se p =3 (mod 4) con « dispari
a+1 sep=1 (mod4)
Da cui

S(665°)  S(29) S(3%) S(5Y) S(13Y)
4 4 4 4 4

Ora se 2 | a allora S(6%65°) = 0 in quanto

3=3 (mod 4) = S(i ) =0.
Se 21 a avremo
S(29) 1 S(39) 1 S(5°) b S(13%) b
4 "4 T TP -
Quindi
s(e65®) = 4 ° , c2la
4b+1)° se2fa

Esercizio 7.3. Sia o« € R con 0 < « < 1. Allora esiste S C N tale che ha densita

naturale
SN[1,T
0s = «, con ds = lim M
T—+o0 #(NN[1,T])

Osservazione. Si suggerisce di considerare la successione {[[5 n}}n ey ber un certo
B eR.

Soluzione. Definiamo, per il suggerimento,

S={[Bn]IneN}NN, con 3 € R fissato.

Avremo

#(SNMLT) =(neN[0<Bn<T)={neN[{pn} <pn < T+{Bn}},

da cui

Esercizio 7.4. Tramite la formula delle somme parziali si trovi una formula asintotica

per
Z In® n.

n<T

Dimostrazione. Ricordiamo che se {an ey € una successione a valori in C e @(x) & una
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funzione di classe C', allora vale

]
3 anpln) = AMo(M) - | Aoy, con AT = 3 an.

n<T 1 n<T

Nel nostro caso abbiamo an =1 e ¢(x) = In®x. Da cui

T 2
%1113 n = [T 3T — 3L M du.

Ricordando che [T] =T —{T} =T 4+ O(1), avremo

Y Pn=Tw*T)+0(In*(T)) - 3JT In?(u)du—0 (JT3lniu du) )

e 1 1

D’altronde

T 1.2
1
J 3 Y qu =T,
1 u
da cui

.
Y WPn =TT —3J In? (1) du + O (In*(T)).
n<T L

A questo punto possiamo scegliere se stimare lintegrale oppure se ottenere
un’approssimazione migliore tramite lo sviluppo per parti. Nel primo caso avremo

T T
J InZudu < anTJ du=(T—1)In?*T=0(T?T).
1 1

Nel secondo, tramite uno sviluppo per parti, otterremmo

.
—3J InZudu=—-3TIn?T+6TInT—6T+6.
1

Quindi
Y WPn=T?T-3TI’T+6TInT—6T+6+0(In*(T)).

n<T

Esercizio 7.5.a. Un intero positivo d si definisce divisore unitario din € Nse d | n
e (d,n/d) = 1. Definiamo

d*(n) = #{d € N | d divisore unitario di n }.

Si dimostri che d* ¢ una funzione moltiplicativa.

Soluzione. Siano n,m € N tali che (n,m) = 1. Vorremmo dimostrare che esiste una
corrispondenza biunivoca

D*(n) x D*(m) + Dnm).

Mandiamo (dj,d;) +— did;. Dobbiamo verificare che dyd, ¢ un divisore di nm e che
(d] dz,ﬂ/d] m/dz) =1.

Chiaramente se d; |[n e d; | m allora d;d; | nm.

Ora supponiamo che 1| d; da

103
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Esercizio 7.5.b. Si trovi una formula per d*(p*) con p primo e o« > 1.
Dedurre inoltre che se n ¢é privo di fattori quadratici si ha

Produrre infine un esempio per cui d*(n) # d(n).

Dimostrazione. Chiaramente i divisori unitari di p* sono 1 e p* stesso. Quindi d*(p*) =
2.
Orase n =p7" -...-pXs, sapendo che d*(p*) =2 e che d* & moltiplicativa, si ha

d'm)=2¢ e dn)=]](q+1),
j=1

dove la seconda formula é stata dimostrata nella proposizione a pagina 21.
Quindi

S S
[[2=]](6+1) <= 2=05+1 <= o5=1,V].
j=1 j=1

Ovveron =pj ... ps € privo di fattori quadratici.
Alla luce di questo fatto & semplice trovare un caso in cui d*(n) = d(n), ad esempio

d*(4) =2 £ d(4) = 3.

Esercizio 7.5.c. Si consideri la funzione

op(m)= > d~

din
(dyn/d)=1

Si provi che o} & moltiplicativa per ogni k € Z.

Dimostrazione. Segue da d* moltiplicativa. Infatti se ho n,m € Z tali che (n,m) =1,
allora

op(nm) = Z dk = Z (d1d2)* = Z dy Z d5

dinm din din dz|m
d unitario d>|m d7 unitario d, unitario
dq,d, unitari

Esercizio 7.5.d. Si trovi una formula per o%(p*) con p primo e o« > 1. Si calcoli
infine 0* 5 * u(324).
Soluzione. Dal punto b possiamo dedurre facilmente che
oL(p%) = 1+p*=.

Ora, per calcolare 0* 5 * 1(324), ricordiamo che la convoluzione di funzioni moltiplicative
é moltiplicativa. Quindi

0% 5 % u(324) = 0% 5 u(2%)0” 5 % u(3),
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dove
1 1

%

2
oty vu(2) = Y o7, (2) uld) = 0% 5(2) — 04 (2) =

d
aj22

* % 34 « . 1 1
053 =) ol (a) W(d) = 0% (3~ 0 3(3) = 577 — 55
d|34

Esercizio 7.6. Descrivere gli interi che non possono essere scritti come somma di tre
quadrati e provare che esistono infiniti di tali interi.

Soluzione. Si veda il teorema di Legendre a pagina 88.

Avremo quindi che ogni intero della forma 748k non é somma di tre quadrati. Ovviamente

esistono infiniti interi siffatti.

Esercizio 7.7. Siano d,n, m € Z. Si dimostri che se esistono x,y,z,t € Z tali che
n:x2+dy2 e m=z>+4dt?
allora esistono u,v € Z tali che nm = u? + dv?2.

Usare questo fatto per esprimere 5548 nella forma Q? + 3P2.

Soluzione. In generale possiamo considerare

X 4+ dy® = (x + V—dy)(x — V=dy) = « &,
22+ dt? = (z+ V—dt)(z— vV—dt) = B B,
dove
ap=(xz—dyt)+v—d(xt+yz).

Da cui -
nm=apap=|xpl*=(xz—dyt)?+d(xt+yz)? =u?+dv’.

Adesso troviamo Q, P € Z tali che 5548 = Q2 + 3P2. Osserviamo che 5548 =4 -19 - 73, dove

4=1+3-1=1+v=37
19=16+3-1=4+ V=37,
73=2543-16 =|5+4v-3]%.

Da cui
5548 = |(1+ V=3)(4 + V=3)(5+4V=3)* = |55+ 29v=3|> = 55" + 3 - 29°.
Esercizio 7.8.a. Sia k € N. Preso n € N definiamo la funzione totiente di Jordan
Jx(n) di n come una generalizzazione della funzione di Eulero,
Jum) =#{ (a1,...,ax) eN* | ar,...,ax <, (Myar,...,a) =1}
Si provi che la funzione di Jordan ¢ moltiplicativa e che

Jx(n) :nkH (1 = p]k) .

pin

Soluzione. La strategia consiste nel dimostrare che:

1. Jx é moltiplicativa;

105



106 | ESERCIZI

2. vale Jic(p™) = p**(1 —1/p ).

Da ci6 dedurremmo, preso n =p7"' ... - pXs, che
N S ] s s 1
j k o X o
Je) = [ o) =T Toy™ (1 B k> =1In" 11 (1 - k)

j=1 j=1 Pi/) 54 =1 P;

1

~TI0-)
pin p

Definiamo Hy(n) = {(a1,...,ak) € (Zn)* | (nyary...,ax) =1 }, vorremmo la seguente
corrispondenza biunivoca
Hy(nm) < Hg(n) x Hg(m).

) Supponiamo che (ar,...,ax) € Hi(n),(b1,...,bx) € Hi(m). Per ogni j sia y; I'unica
soluzione di

x = aj (mod n)
x =bj (mod m)
segue che (Y1,...,Yk) € He(nm).
—) Analogamente, se (v1,...,Yk) € He(nm), per ogni j é sufficiente prendere aj, b tali che
a; =7v; (mod n) e b; =y (mod m).
Dimostriamo infine che Ji (p*) = p**(1 —1/p*). Ora per ogni (aj,...,ax) € N* e per ogni
P primo, avremo
(p“)al)"')ak) 751 ~— P | ai, Vi,
da cui
#{ (ah-'-)ak) ENk | ary ..., dk <PG»P | a])-'-)ak}

=#{(a1,...,ax) € Zp« |p|q1)_“)ak}k:(po¢—l)k'

Ora é chiaro che Hy (p%) corrisponde al complementare dell’insieme di cui abbiamo appena
calcolato la cardinalita. Quindi, dal momento che \(Zpa)kl =p*k, avremo

Je(p™) =p** —#{(ar,...,ax) € Zp= | plar, .., }

_ 1
:pock_p(cx 1)k:pcxk (] _pk> .

Esercizio 7.8.b. Dimostrare che

> Jkl(d) =nk.

dn

Soluzione. Osserviamo che tale somma ¢ la convoluzione di Jx e la funzione unitaria. Sap-
piamo che la convoluzione di due funzioni moltiplicative & moltiplicativa. In particolare la
funzione unitaria é banalmente moltiplicativa e Ji lo é per il punto precedente.

Quindi affinché la tesi sia valida ¢ sufficiente verificarla per n = p*:

[0 4

la formula per Z Jx(d) = Z Ik(pi) =1+ Zpki (1 — ]>

/ k
Jx (p') viene dal dlp« i=0 p

punto precedente 1 « 1
-1 1- ki _ 1— — kP 1
+< pk);P +< pk>p pE—1

:pkoc.
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Esercizio 7.8.c. Si verifichi I'identita

Soluzione. Ricordiamo la prima formula di inversione di Mdebius
n
gin) =Y f(d) — f(n) =) w(dg (),
dn din

ovverog=f*1 = f=puxg.
Dal punto precedente sappiamo che Ji *1 = n*, quindi, applicando I'inversione di Méebius,
Ji = pxnk.

Esercizio 7.8.d. Si verifichi 'identita

Jkm) (s —k)
2 ns  ((s)

n>1

Soluzione. Abbiamo gia osservato a pagina 40 che se
f(n)
Ce(s) = Z TR
nxl
allora C(s)Cg(s) = Crug(s).

Nel punto precedente abbiamo dimostrato che J, = u*nk, da cui

Z IkTE:l)

n>1

= (i (8) = Guanr(s) = Culs)Cnr(s)

_ p(n) n*  {(s—¥k)
_Z ns Zﬁ_ is)

n>l1 n>l1

dove il calcolo di (,(s) & possibile verificarlo a pagina 33.
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