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1 D E F I N I Z I O N I E R I S U LTAT I
D I B A S E
1.1 anelli

Definizione 1.1 – Anello
Un anello è un insieme A dotato di due operazioni + e · tali che

1. (A,+) è un gruppo commutativo;

2. (A, ·) è un monoide commutativo;

3. la moltiplicazione è distributiva rispetto alla somma.

Notazione. In questo corso un anello, a meno di esplicitarlo altrimenti, si intende
sempre unitario e commutativo.

Definizione 1.2 – Sottoanello
Sia A un anello e B ⊆ A. B si dice sottoanello di A se

• (B,+) è un sottogruppo di (A,+);

• B è chiuso rispetto al prodotto;

• 1A appartiene a B.

Osservazione. In particolare un sottoanello costituisce un anello. D’altronde il vice-
versa è falso, infatti A = Z × Z è un anello rispetto alle operazioni canoniche la cui
identità è (1, 1). Se considero S = { (x, 0) | x ∈ Z } avrò che S è un anello e S ⊆ A, ma
S non è un sottoanello di A in quanto (1, 1) ̸∈ S, la cui identità è invece (1, 0).

Definizione 1.3 – Omomorfismo di anelli
Siano A,A ′ anelli. Un omomorfismo di anelli φ : A→ A ′ è una mappa che mantiene
le operazioni, ovvero tale che per ogni a, b ∈ A

φ(a+ b) = φ(a) +φ(b), φ(ab) = φ(a)φ(b), φ(1A) = 1A′ .

Esempio. Riprendendo l’esempio dell’osservazione precedente avremo che

φ : S ↪→ A, (x, 0) 7→ (x, 0),

non è un omomorfismo in quanto

φ(1S) = φ((1, 0)) = (1, 0) ̸= 1A.
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Definizione 1.4 – Dominio di integrità
Un anello A si definisce dominio di integrità se il prodotto di elementi non nulli è
sempre non nullo, ovvero

ab = 0 =⇒ a = 0 oppure b = 0, ∀ a, b ∈ A.

Notazione. Spesso la sola parola dominio viene utilizzata per i domini di integrità.

Esempio. Z× Z non è un dominio di integrità, infatti

(1, 0)(0, 1) = (0, 0) con (1, 0), (0, 1) ̸= (0, 0).

Definizione 1.5 – Ideale
Sia A un anello e sia I ⊆ A. I si dice ideale di A se

• (I,+) è un sottogruppo di (A,+);

• I è chiuso rispetto alla moltiplicazioni di elementi in A, ovvero

ax ∈ I, ∀ x ∈ I, ∀ a ∈ A.

Proprietà. Se A è un anello e I ⊆ A è un ideale,

A

I
= { a+ I : a ∈ A } con a+ I = { a+ x : x ∈ I } ⊆ A,

è una partizione di A e costituisce un anello con le operazioni indotte sulle classi
laterali.

Definizione 1.6 – Ideale generato
Sia A un anello e siano α1, . . . , αr ∈ A. Definiamo

(α1, . . . , αr) = { x1α1 + . . .+ xrαr | x1, . . . , xr ∈ A } ,

come l’ideale generato da α1, . . . , αr.

Definizione 1.7 – Anello a ideali principali
Un anello A si dice a ideali principali se per ogni ideale I ⊆ A, si ha che I è generato
da un elemento di A, ovvero

∃ a ∈ A : I = (a).

1.2 campi
Definizione 1.8 – Campo

Un anello K si definisce campo se ogni suo elemento non nullo è invertibile, ovvero

∀ x ∈ K, x ̸= 0 ∃ y ∈ K : xy = 1K.
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Osservazione. In altre parole un campo è un insieme K costituito da due operazioni
+ e · tali che

1. (K,+) è un gruppo abeliano;

2. (K \ {0}, ·) è un gruppo abeliano;

3. la moltiplicazione è distributiva rispetto alla somma.

Esempio. Q,R e C sono alcuni esempi di campi.

Osservazione. Vi sono moltissimi campi che possono essere costruiti fra Q ed R od
oltre C. D’altronde non ve ne è nessuno fra R e C.

Esempio. L’estensione algebrica Q(
√
2) di Q definita come

Q(
√
2) =

{
a+ b

√
2
∣∣∣ a, b ∈ Q

}
,

è un campo. Si mostra facilmente che ogni suo elemento ha inverso, infatti

1

a+
√
2b

=
a

a2 − 2b2
−

b

a2 − 2b2

√
2 ∈ Q(

√
2).

Esempio. L’esensione trascendente Q(π) di Q definita come

Q(π) =

{
a0 + a1π+ . . .+ anπ

n

b0 + b1π+ . . .+ bmπm

∣∣∣∣ a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈ Q
}
,

è un campo.

Definizione 1.9 – Sottocampo
Sia K un campo e sia L ⊆ K. L si dice sottocampo di K se è un suo sottoanello ed
inoltre costitutisce un campo.

Osservazione. Se L è un sottocampo di K allora K è anche uno spazio vettoriale su
L. Infatti se α ∈ L, k ∈ K, allora α · k = αk. su uno spazio vettoriale posso anche
parlare di dimensione dimL K.

Notazione. Un’inclusione di campi L ⊆ K si chiama estensione di campi e se ne
definisce il grado come

[K : L] := dimL K.

Esempio. Rifacendoci a due esempi precedenti abbiamo

[Q(
√
2) : Q] = 2 e [Q(π) : Q] = +∞.
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Proposizione 1.10 – Caratterizzazione dei campi tramite ideali
Sia A un anello. Allora A è un campo se e soltanto se per ogni I ⊆ A ideale risulta

I = (0) oppure I = A.

Dimostrazione.⇐) Sia a ∈ A \ {0}. Dobbiamo esibire un inverso di a. Consideriamo l’ideale
da esso generato (a), chiaramente

(a) ̸= 0 =⇒ (a) = A =⇒ 1 ∈ (a).

Ovvero esiste b ∈ A tale che ab = 1, quindi a è invertibile.
⇒) Sia I ⊆ A un ideale tale che I ̸= (0). Allora per ogni a ∈ A possiamo fissare x ∈ I, x ̸= 0

e scrivere
a = ax−1x.

D’altronde ax−1 ∈ A e x ∈ I, da cui

ax−1x ∈ I =⇒ a ∈ I, ∀ a ∈ A.

Ovvero A ⊆ I che implica immediatamente A = I.

Proposizione 1.11 – Omomorfismi di campi
Sia φ : F1 → F2 un omomorfismo di campi. Allora φ è iniettivo.

Dimostrazione. Sappiamo che Kerφ ⊆ F1 è un ideale. D’altronde F1 è un campo, quindi,
per la teorema 1.10,

Kerφ = (0) oppure Kerφ = F1.

Ma 1F1
̸∈ Kerφ in quanto φ(1F1

) = 1F2
̸= 0F2

. Quindi Kerφ = (0), ovvero φ è
iniettivo.

1.3 caratteristica di un campo
Sia F un campo, si mostra facilmente che la mappa

φ : Z→ F, n 7→
nvolte︷ ︸︸ ︷

1F + 1F + . . .+ 1F =: n1F,−1 7→ −1F,

è un omomorfismo di anelli. Pertanto il suo nucleo Kerφ è un ideale di Z.

Definizione 1.12 – Caratteristica
Sia A un anello, si definisce caratteristica di A il più piccolo naturale n ∈ N tale che

1A + 1A + . . .+ 1A︸ ︷︷ ︸
nvolte

= 0A.

Notazione. Se tale naturale non esiste si dice che A ha caratteristica 0 per
definizione.
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Teorema 1.13 – Caratteristica di un campo
Sia F un campo. Allora la caratteristica di F è zero oppure un numero primo.

Dimostrazione. Consideriamo nuovamente l’omomorfismo φ introdotto all’inizio del
paragrafo e analizziamo due casi distinti:

• Se Kerφ = (0), allora
n1F = 0 =⇒ n = 0.

Per cui gli elementi non nulli di Z vengono mappati in elementi invertibili di F, ne
segue che φ può essere esteso a Q tramite

Q→ F,
n

m
7→ (n1F)(m1F)

−1,

ovvero in questo caso F contiene una copia isomorfa a Q ed ha caratteristica zero.

• Se Kerφ ̸= (0) allora esiste m ̸= 0 tale che m1F = 0F e si avrebbe

p = Char F = min {m | m1F = 1F + 1F + . . .+ 1F = 0 } ,

è primo. Infatti se per assurdo p = ab si avrebbe p 1F = ab 1F = (a 1F)(b 1F).
D’altronde F è in particolare un dominio, per cui

p 1F = 0 =⇒ a 1F = 0 oppure b 1F = 0,

ma ciò è assurdo per la minimalità di p.

Inoltre in questo caso si ha Kerφ = (p) ⊂ Z, per cui il Teorema Fondamentale degli
Omomorfismi definisce un’inclusione

Z
(p)

=
Z
pZ

↪→ F, n (mod p) 7→ n1F.

Ovvero F contiene una copia isomorfa a Fp e ha caratteristica p.

Notazione. Quando F ha caratteristica p diciamo che Fp è il sottocampo
fondamentale di F.

Proposizione 1.14 – Binomio di Newton nei campi
Se F è un campo di caratteristica p allora

(a+ b)p = ap + bp, ∀ a, b ∈ F.

Dimostrazione. Il binomio di Newton

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

è valido in ogni anello commutativo. Ora se n = p si ha p |
(
p
k

)
per ogni k = 1, . . . , p− 1.

Quindi se F ha caratteristica p avremo

p |

(
p

k

)
=⇒

(
p

k

)
1F = mp1F = m (p 1F) = 0F,

da cui, sostituendo nell’espressione del binomio di Newton, si giunge alla tesi.
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Osservazione. In generale vale

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

, ∀ n ⩾ 1.

Per cui la mappa F→ F, x 7→ xp risulta essere un omomorfismo, detto Endomorfismo
di Frobenius. Tale endomorfismo risulta essere un automorfismo quando F è finito.

1.4 anelli di polinomi
Se F è un campo possiamo definire il seguente insieme

F[X] =


k∑

j=0

ajX
j

∣∣∣∣∣∣ aj ∈ F
 .

Inoltre se consideriamo due elementi

f(X) =

n∑
j=0

ajX
j e g(X) =

m∑
j=0

bjX
j,

possiamo definire le operazioni di somma

(f+ g) =

max{n,m}∑
j=0

(aj + bj)X
j con

{
aj = 0 se j > n
bj = 0 se j > m

e di prodotto

(f g) =

m+n∑
j=0

cjX
j con cj =

∑
h+k=j
0⩽h⩽n
0⩽k⩽m

ah + bk.

Definizione 1.15 – Anello di polinomi
Sia F un campo. L’insieme F[X] si definisce anello di polinomi nell’indeterminata X a
coefficienti in F.

Osservazione. Si osservi che F[X] è un anello rispetto alle operazioni definite sopra,
inoltre risulta F ⊆ F[X] e F[X] un dominio.

Proprietà 1.16 (Divisione di polinomi). Siano f, g ∈ F[X] con g ̸= 0. Allora esistono
unici q(X), r(X) ∈ F[X] tali che

f(X) = q(X)g(X) + r(X) con r(X) = 0 oppure deg r < deg g.

Osservazione. F[X] è pertanto un dominio euclideo con il grado dei polinomi come
norma. In particolare è anche un dominio a fattorizzazione unica ed esiste sempre il
MCD di due elementi.

Proprietà 1.17. Siano f(X) ∈ F[X] e a ∈ F. Allora esiste unico q(X) ∈ F[X] tale che

f(X) = (X− a)q(X) + c con c = f(a).
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Osservazione. Se a è una radice di f, ovvero f(a) = 0, allora

(X− a) | f(X),

da ciò segue inoltre che f ha al più deg f radici.

Proprietà 1.18 (Algoritmo euclideo). Siano f, g ∈ F[X] e supponiamo che d(X) =(
f(X), g(X)

)
. Tramite l’algoritmo euclideo delle divisioni è possibile costruire

a(X), b(X) ∈ F[X] tali che

a(X)f(X) + b(X)g(X) = d(X) con dega < deg g e deg b < deg f.

Definizione 1.19 – Campo dei quozienti dei polinomi
Dal momento che F[X] è un dominio di integrità possiamo considerare il suo campo
dei quozienti F(X). Esso è costituito dai quozienti f/g, dove f, g ∈ F[X] e g ̸= 0.

1.5 fattorizzazione di polinomi
In questo paragrafo studieremo in quali casi è possibile determinare la riducibilità dei poli-
nomi.

In questo corso quando diciamo che f ∈ Z[X] è irriducibile si intende che per ogni g | f si
ha deg g = 0 oppure deg g = f.

Proposizione 1.20 – Radici razionali di un polinomio a coefficienti interi
Sia f(X) = a0 + a1X + . . . + amX

m ∈ Z[X] e supponiamo che q = N/D,N,D ∈
Z, (N,D) = 1 sia una radice di f. Allora

N | a0 e D | am.

Dimostrazione. Per ipotesi f(q) = 0. Se all’espressione di f(q) semplifichiamo il
denominatore, otteniamo

a0D
m+a1D

m−1N+. . .+am−1DN
m−1+amN

m = 0 =⇒ D (a0D
m−1+. . .+am−1) = −amN

m,

da cui D | amN
m. D’altronde (N,D) = 1 =⇒ D | am.

Analogamente si mostra che N | a0.

Esempio. Consideriamo il polinomio f(X) = X3+aX+1, a ∈ Z. Per la proposizione
le uniche possibili radici razionali di f sono x = ±1, dove

f(1) = a+ 2 e f(−1) = −a.

Per cui se a ̸= 0,−2 allora f è irriducibile.

Proposizione 1.21 – Lemma di Gauss
Sia f(X) ∈ Z[X] e supponiamo che f si fattorizzi in modo non banale in Q[X]. Allora
f si fattorizza in modo non banale anche in Z[X].
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Dimostrazione. Per ipotesi f = hg con h, g ∈ Q[X] divisori propri di f. Certamente
esisteranno m,n ∈ Z tali che

mh(X) = h1(X) ∈ Z[X] e ng(X) = g1(X) ∈ Z[X],

da cui
mnf(X) = h1(X)g1(X). (⋆)

Vogliamo mostrare di poter assumere che mn = 1.
Se p | nm leggiamo (⋆) in Fp[X], così da ottenere h̄1ḡ1 ≡p 0. D’altronde Fp[X] è un
dominio, per cui h̄1(X) ≡p 0 oppure ḡ1(X) ≡p 0. Assumiamo h̄1 ≡p 0, ciò significa che
tutti i coefficienti di h1 sono divisibili per p. Quindi

mh(X) = h1(X) = ph2(X) =⇒ mn

p
f(X) = h2(X)g1(X),

iterando il procedimento si giunge alla tesi.

Proposizione 1.22 – Fattori monici di un polinomio monico a fattori interi
Sia f(X) ∈ Z[X] un polinomio monico. Supponiamo che g | f con g ∈ Q[X] monico.
Allora g(X) ∈ Z[X].

Dimostrazione. Scriviamo f = gh con g, h ∈ Q[X] monici. Sappiamo, tramite lo stesso
argomento della che esistono m,n ∈ Z tali che mg,nh ∈ Z[X], consideriamo inoltre m,n
tali che abbiano un numeri di fattori primi minimi. Vogliamo ottenere una contraddizione
mostrando che se p | mn allora m, oppure n, non sarebbero minimali rispetto alla
proprietà di avere un numero minimo di fattori.
Supponiamo quindi che p | mn con p primo, allora

mg · nh = mnf =⇒ mg · nh ≡p 0.

Siccome Fp[X] è un dominio, otteniamo mg ≡p 0 oppure nh ≡p 0. Assumiamo che
mg ≡p= 0, in tal caso si avrebbe p | m in quanto g è monico per ipotesi, da cui

m

p
g(X) ∈ Z[X],

che è assurdo per la minimalità di m.

Proposizione 1.23 – Criterio di Eisenstein
Sia f(X) = amX

m + am−1X
m−a + . . . + a1X + a0 ∈ Z[X] e supponiamo che esista p

primo tale che

1. p non divide am.

2. p divide aj per ogni j ∈ {0, . . . ,m− 1}.

3. p2 non divide a0.

Allora f è irriducibile in Q[X].

Dimostrazione. Se per assurdo fosse

amX
m + . . .+ a1X+ a0 = (brX

r + . . .+ b1X+ b0)(csX
s + . . .+ c1X+ c0).

Dal momento che p, ma non p2, divide a0 = b0c0, si avrebbe che p deve dividere
necessariamente b0 oppure c0, assumiamo b0. Inoltre da

a1 = b0c1 + b1c0,

pr:lemmaGauss#proposizione precedente.,
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deduciamo che p | b1. Analogamente da

a2 = b0c2 + b1c1 + b2c0,

deduciamo che p | b2. Iterando tale procedimento otteniamo che p divide b0, b1, . . . , br
che è assurdo per l’ipotesi che p ∤ am.

Osservazione. Le proposizioni che abbiamo dimostrato finora in questo paragrafo sono
ancora valide se al posto di Z consideriamo un qualsiasi altro dominio a fattorizzazione
unica.

Proprietà 1.24. Sia f(X) ∈ Z[X] e siano a, b ∈ Q, a ̸= 0. Allora f(X) è irriducibile
se e solo se f(aX+ b) è irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo che f(aX + b) sia irriducibile, se per assurdo fosse f(X) =
g(X)h(X) si avrebbe

f(aX+ b) = g(aX+ b)h(aX+ b),

che è chiaramente assurdo. Analogamente si mostra il viceversa, infatti

F(X) := f(aX+ b) =⇒ f(X) = F
( 1
a
X−

b

a

)
,

d’altronde abbiamo già mostrate che F(X) irriducibile implica F(1/aX− b/a) irriducibile.

Esempio. Consideriamo il p-esimo polinomio ciclotomico

ϕp(X) =
Xp − 1

X− 1
= 1+ X+ . . .+ Xp−1 =

p−1∏
j=1

(
X− e

2πij
p

)
∈ Z[X]

Per mostrare che ϕp(X) è irriducibile vogliamo sfruttare il criterio di Eisenstein.
Scriviamo ϕp(X+ 1):

ϕp(X+1) =
(X+ 1)p − 1

X
= Xp−1+pXp−2+

(
p

2

)
Xp−3+ . . .+

(
p

p− 2

)
X+

(
p

p− 1

)
tramite il binomio
di Newton

,

otteniamo quindi che ϕp(X + 1) è un p-eisenstein, per cui ϕp(X + 1) è irriducibile e
di conseguenza ϕp(X) è irriducibile.

Teorema 1.25 – Irriducibilità in Z[X] è deterministico
Sia f(X) ∈ Z[X], allora esiste un algoritmo per fattorizzare f. Ovvero l’irriducibilità
di un polinomio in Z[X] è un problema deterministico.

Dimostrazione. Possiamo assumere che f sia monico a meno di moltiplicare per una
costante, per cui

f(X) = Xm + a1X
m−1 + . . .+ am, con ai ∈ Z.

Dal Teorema Fondamentale dell’Algebra sappiamo che esistono α1, . . . , αm ∈ C tali che

f(X) =

m∏
j=1

(X− αj).
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Osserviamo che dall’identità

0 = f(αj) = α
m
j + a1α

m−1
j + . . .+ am,

si deduce che |αj| è limitata e può essere stimata in termini dei soli coefficienti di f. Infatti
avremo

|αj| ⩽

∣∣∣∣ amαm−1
j

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣am−1

αm−2
j

∣∣∣∣+ . . .+ |a1| =⇒ |αj| ⩽
m∑

k=1

|ak|

|αj|k−1

Da cui

|αj| ⩾ 1 =⇒ |αj| ⩽
m∑

k=1

|ak|,

ovvero

|αj| ⩽ max

{
1,

m∑
k=1

|ak|

}
, ∀ j = 1, . . . ,m.

Ora se g(X) è un fattore monico di f(X), allora le sue radici saranno un sottoinsieme di
quelle di f e i suoi coefficienti saranno polinomi simmetrici nelle sue radici. Per cui i
moduli dei coefficienti di g saranno limitati in termini dei coefficienti di f. Dal momento
che essi sono anche interi, ne deduciamo che esistono solo un numero finito di possibilità
per g(X). Per cui, per trovare i fattori di f(X), dobbiamo analizzare un numero finito di
casi.

Osservazione. Tale procedimento può essere esteso anche ai polinomi in Q[X]. Infatti
se f ∈ Q[X] possiamo renderlo monico tramite la moltiplicazione per un razionale e
infine sostituirlo con

FD(f) := Ddeg ff

(
X

D

)
,

dove D è il mcm dei denominatore dei coefficienti di f. Abbiamo così ottenuto un
polinomio monico a coefficienti interi che ha le stesse radici di quello di partenza.

Esempio. Se f(X) = X− 1/2 possiamo scrivere

F2(f) = 2
1

(
X

2
−
1

2

)
= X− 1.

1.6 estensione di campi
Definizione 1.26 – Estensione di campi

Se E, F sono campi e F ⊆ E è un sottocampo, diciamo che E è un’estensione di F.

Notazione. Per denotare che E è un’estensione di F scriviamo E/F.

Definizione 1.27 – Grado dell’estensione
Il grado di un’estensione E/F è la dimensione di E come F-spazio vettoriale:

[E : F] := dimF E.

Notazione. Diciamo che E/F è un’estensione finita se [E : F] < +∞.
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Esempio. • C/R è un’estensione finita e [C : R] = 2, infatti {1, i} è una R-base
di C.

• R/Q è un’estensione infinita. Infatti se fosse [R : Q] < +∞, allora esisterebbe
n tale che R ∼=Q Qn, il che è assurdo in quanto Q ha cardinalità numerabile
ed n− copie di Q sarebbero ancora numerabili, mentre R ha la cardinalità del
continuo.

• Il campo dei numeri di Gauss Q(i) = { a+ i b | a, b ∈ Q } ha dimensione 2 come
estensione di Q. Infatti {1, i} è una Q-base.

• Il campo dei quozienti di un campo F, definito come

F(X) =

{
f

g

∣∣∣∣ f, g ∈ F[X], g ̸= 0} ,
è un’estensione infinita di F. Infatti

{
1, X, X2, . . . , Xn, . . .

}
è una famiglia

infinita in F(X) che è F-linearmente indipendente.

Proposizione 1.28 – Formula del grado
Consideriamo L, E, F campi tali che L ⊃ E ⊃ F. Allora L/F ha grado finito se e soltanto
se L/E e E/F hanno grado finito, nel qual caso vale

[L : F] = [L : E][E : F].

Dimostrazione. ⇒)Supponiamo che L/F sia finita, allora E/F è finita poiché E è un F-
sottospazio di L. Inoltre anche L/E è finita, infatti se (α1, . . . , αr) sono generatori di
L/F, ovvero

L = { a1α1 + . . .+ arαr | ai ∈ F } ,
allora a maggior ragione

L = { b1α1 + . . .+ brαr | bi ∈ E } .

⇐)Supponiamo che L/E e E/F siano estensioni finite. Siano (α1, . . . , αt) e (β1, . . . , βs)
rispettivamente una F-base di E e una E-base di L. Vogliamo mostrare che

(αiβj)i=1,...,t
j=1,...,s

,

è una F-base di L. Da ciò seguirebbe [L : F] = t s = [E : F][L : E].
Per prima cosa (αi, βj)i,j genera L: se x ∈ L, allora x = x1β1+ . . .+xsβs con x1, . . . , xs ∈
E. Ora per ogni j = 1, . . . , s avremo xj = x1jα1 + . . . + xt jαt, in quanto (α1, . . . , αt) è
una base di E. Sostituendo otteniamo

x =

t∑
i=1

s∑
j=1

xijαiβj,

ovvero (αiβj)i,j genera L/F.
Inoltre (αi, βj)i,j sono linearmente indipendenti: supponiamo che esistano yij ∈ F tali
che ∑

i,j

yijαiβj = 0,

allora

(y11α1 + . . .+ yt1αt︸ ︷︷ ︸
∈E

)β1+(y12α1 + . . .+ yt2αt︸ ︷︷ ︸
∈E

)β2+ . . .+(y1sα1 + . . .+ ytsαt︸ ︷︷ ︸
∈E

)βs = 0,

da cui y1jα1 + . . . + ytjαt = 0 per ogni j per la lineare indipendenza di (β1, . . . , βs).
D’altronde poiché (α1, . . . , αt) è una F-base di E si ha

y1jα1 + . . .+ ytjαt = 0 =⇒ y1j, . . . , ytj = 0, ∀ j.
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1.7 sottoanelli generati da sottoinsiemi
Definizione 1.29 – Sottoanello generato da un sottoinsieme

Sia F un sottocampo di un campo E e sia S ⊂ E. Definisco il sottoanello di E generato
da S su F come il più piccolo sottoanello di E che contiene F e S:

F[S] :=
⋂

R⊆E anello
F⊆R,S⊆R

R.

Notazione. Quando S = {α1, . . . , αn} è finito scriviamo F[α1, . . . , αn] per F[S].

Proprietà 1.30. L’anello F[S] consiste negli elementi di E che possono essere scritti
come somme finite della forma∑

ai1...inα
i1
1 · . . . · α

in
n , con ai1...in ∈ F, αi ∈ S.

Dimostrazione. Supponiamo che R sia l’insieme di tutti tali elementi. Chiaramente R è un
sottoanello che contiene F, S, per cui F[S] ⊇ R. Inoltre ogni altro sottoanello che contiene
F, S deve necessariamente contenere R per le proprietà di un anello. Quindi F[S] = R.

Esempio. L’anello Q[π] consiste in tutti i numeri complessi che possono essere
espressi nella forma

a0 + a1π+ a2π
2 + . . .+ anπ

n, con ai ∈ Q.

Proprietà 1.31. Sia R un anello integro e sia F ⊆ R un campo. Se dimF R < ∞
allora R è un campo.

Dimostrazione. Per ogni β ∈ R, β ̸= 0 consideriamo la mappa f : R → R, x 7→ βx. Tale
mappa è un applicazione lineari di F-spazi vettoriali, infatti

f(ax+ by) = β (ax+ by) = βax+ βby = a f(x) + b f(y).

Inoltre f è iniettiva, infatti Ker f = { x ∈ R | βx = 0 } = (0) in quanto R è integro. Ricor-
dando che un endomorfismo fra spazi finiti quando è iniettivo è anche suriettivo si avrà
che

∃ α ∈ R : βα = 1 =⇒ β invertibile.

1.8 sottocampi generati da sottoinsiemi
Definizione 1.32 – Sottocampo generato da un sottoinsieme

Sia F un sottocampo di un campo E e sia S ⊂ E. Definisco il sottocampo di E generato
da S su F come il più piccolo sottocampo di E che contiene F e S:

F(S) :=
⋂

L⊆E sottocampo
F⊆L,S⊆L

L.
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Notazione. Quando S = {α1, . . . , αn} è finito scriviamo F(α1, . . . , αn) per F(S).

Osservazione. Dal momento che i sottocampi sono in particolare sottoanelli, avremo
F[S] ⊆ F(S).

Proprietà 1.33. F(S) è il campo dei quozienti di F[S], ovvero

f(S) =

{
x

y

∣∣∣∣ x, y ∈ F[S], y ̸= 0} .
Dimostrazione. Segue dal fatto che F(S) è un sottocampo che contiene F e S e che è
contenuto in ogni altro sottocampo con questa proprietà.

Osservazione. Dalla teorema 1.31 sappiamo che F[S] è un campo se ha dimensione
finita su F. In tal caso si avrebbe F(S) = F[S].

Definizione 1.34 – Estensione semplice
Un’estensione E/F si dice semplice se esiste α ∈ E tale che F(α) = E.

Esempio. Q(π) e Q[i] sono estensioni semplici di Q.

Definizione 1.35 – Estensione finitamente generata
Un’estensione E/F si dice finitamente generata se esistono α1, . . . , αk ∈ E tale che
F(α1, . . . , αk) = E.

1.9 anelli col gambo
Sia f(X) ∈ F[X] un polinomio monico di grado m e sia (f) l’ideale generato da f(X). Conside-
riamo l’anello quoziente F[X]/(f) e denotiamo con α l’immagine di X in tale anello, ovvero α
sarà la classe laterale X+

(
f(X)

)
. Ne segue:

• La mappa
F[X]→ F[α], P(X) 7→ P(α),

è un omomorfismo suriettivo in cui f(X) viene mappato in 0, ovvero f(α) = 0.

• Dall’algoritmo euclideo delle divisioni, sappiamo che ogni elemento g(X) ∈ F[X]/(f) è
rappresentato da un unico polinomio r(X) con deg r < m. Quindi ogni elemento di
F[X]/(f) può essere scritto come

a0 + a1α1 + . . .+ am−1α
m−1, con ai ∈ F. (⋆)

• Per sommare due elementi nella forma (⋆) è sufficiente sommarne i coefficienti.

• Per moltiplicare due elementi nella forma (⋆) si deve moltiplicare nel modo usuale,
sfruttando la relazione f(α) = 0 per scrivere i termini di grado superiore a m in termini
di grado inferiore.
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• Supponiamo che f(X) sia irriducibile. Allora ogni elemento β ∈ F[α] ha un inverso.
Tale inverso può essere trovato scrivendo β = g(α) con g(X) un polinomio di grado
inferiore a m, per poi applicare l’algoritmo euclideo per ottenere a(X) e b(X) tali che

a(X)f(X) + b(X)g(X) = d(X), con d(X) =
(
f(X), g(X)

)
.

Nel nostro caso f è irriducibile per cui d(X) = 1. Inoltre deg g < deg f, per cui
sostituendo α si ottiene

b(α)g(α) = 1 =⇒ g(α)−1 = b(α).

Definizione 1.36 – Anello col gambo
Sia F un campo e sia f un polinomio monico in F[X]. Si definisce anello col gambo
l’anello

R =
{
a0 + a1α+ . . .+ am−1α

m−1
∣∣ aj ∈ F } ,

con le operazioni definite sopra e tale che

F[α] = R e f(α) = 0.

Osservazione. Se f ∈ F[X] è irriducibile F[α] è un campo, per cui F[α] = F(α), e inoltre

deg f = n =
[
F[α] : F

]
.

Esempio. Consideriamo f(X) = X3 − 3X− 1 ∈ Q[X]. Avremo che

Q[α] =
{
a+ bα+ cα2

∣∣ a, b, c ∈ Q
}
.

Inoltre f è irriducibile in Q[X], per cui Q[α] è un campo ed ha base (1, α, α2) come
Q-spazio vettoriale.
Consideriamo adesso β = α4+2α3+3 ∈ Q[α]. Sapendo che α3−3α−1 = 0 otteniamo

β = (3α+ 1)α+ 6α+ 2+ 3 = 3α2 + 7α+ 5.

Vogliamo calcolare l’inversa di β. Dal momento che f(X) è irriducibile in Q[X] segue

(X3 − 3X− 1, 3X2 + 7X+ 5) = 1.

Applicando l’algoritmo di Euclide otteniamo l’identità di Bezout

(X3 − 3X− 1)

(
−
7

37
X+

29

111

)
+ (3X2 + 7X+ 5)

(
7

111
X2 +

26

111
X+

28

111

)
= 1,

da cui segue immediatamente

β−1 =
7

111
α2 +

26

111
α+

28

111
.

1.10 elementi algebrici e trascendenti
Sia E/F un’estensione e sia α ∈ E, avremo che

φ : F[X]→ E, h(X) 7→ h(α),

è un omomorfismo di anelli.
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Definizione 1.37 – Elemento trascendente
Se Kerφ = (0) diciamo che α è trascendente su F.

Osservazione. Quando un elemento è trascendente significa che per ogni h ∈ F[X], h ̸=
0 si ha h(α) ̸= 0. Ciò significa che l’immagine di φ è isomorfa a F[X], ovvero F[α] ∼=
F[X]. Inoltre avremo

F[X] E

F(X)

con F(X) ↪→ E,
h1(X)

h2(X)
7→ h1(α)

h2(α)
.

Esempio. Prendiamo E = C, F = Q e α = π. Siccome π è trascendente si ha

Q[X] ∼= Q[π] ⊆ C.

Ciò significa che Q[π] è algebricamente indistinguibile da Q[X].

Definizione 1.38 – Elemento algebrico
Se Kerφ = (fα) diciamo che α è algebrico su F.

Definizione 1.39 – Polinomio minimo
I polinomi g tali che g(α) = 0 formano un ideale non banale in F[X]. Tale ideale è
generato dal più piccolo polinomio monico fα tale che fα(α) = 0. Definiamo fα come
il polinomio minimo di α su F.

Osservazione. Il polinomio minimo è irriducibile poiché altrimenti vi sarebbero due
elementi non nulli di E che hanno come prodotto zero.

Osservazione. Siccome F[X]/(fα) ∼= F[α], in F[α] possiamo assumere che tutte le espres-
sioni polinomiali abbiano grado minore di deg fα. Cioè l’immagine tramite φ è il
campo col gambo F[α] di gambo fα. In questo caso si ha che

F[α] = F(α).

Inoltre
[
F[α] : F

]
= deg fα e (1, α, . . . , αdeg fα−1) è una base.

Proposizione 1.40 – Caratterizzazione del polinomio minimo
Se E/F è un’estensione e α ∈ E è algebrico su F, il polinomio minimo fα è caratterizzato
come polinomio di F[X] da ognuna seguenti condizioni:

• L’unico polinomio monico e irriducibile in F[X] che si annulla in α.

• L’unico polinomio monico con la proprietà che se g(X) ∈ F[X] e g(α) = 0 allora
fα | g.

• L’unico polinomio monico che si annulla in α e ha grado minimo.
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Esempio. Su
(
Q[α], α3 = 3α+ 1

)
prendiamo α2 ∈ Q[α]. Vogliamo stabilire se α2 è

trascendete su Q. Se non lo è vogliamo trovare il suo polinomio minimo.
Prendiamo un generico polinomio X3 +AX2 +BX+C. Se trovo A,B,C ∈ Q tali che
una volta sostituito α2 nel polinomio ottengo zero, ho trovato il polinomio minimo:

α6 +Aα4 + Bα2 + C = 0 ⇐⇒ (3α+ 1)2 +A (3α2 + α) + Bα2 + C = 0

⇐⇒ (9α2 + 6α+ 1) +A (3α2 + α) + Bα2 + C = 0

⇐⇒ (3A+ B+ 9)α2 + (A+ 6)α+ (C+ 1) = 0,

da cui 
3A+ B+ 9 = 0

A+ 6 = 0

C+ 1 = 0

=⇒


A = −6

B = 9

C = −1

ovvero fα2(X) = X3 − 6X2 + 9X− 1. Quindi

Q ⊆ Q(α2) ⊆ Q[α] ∼= Q(α).

Con
[
Q[α] : Q

]
= deg(α3 − 3α− 1) = 3 e ancora

[
Q(α2) : Q

]
= 3, da cui[

Q[α] : Q(α2)
]
= 1 =⇒ Q(α) = Q(α2).

Definizione 1.41 – Estensione algebrica
Un’estensione E/F si dice algebrica se ogni elemento α ∈ E è algebrico in F.

Definizione 1.42 – Estensione trascendente
Un’estensione E/F si dice trascendente se non è algebrica, ovvero se esiste un elemento
β ∈ E che è trascendente su F.

Proposizione 1.43 – Caratterizzazione estensione finita
Sia E/F un’estensione. Allora E/F è finita se e soltanto se E/F e algebrica e finitamente
generata.

Dimostrazione.⇒) Supponiamo che E/F sia un’estensione finita, allora

• E/F algebrica: se per assurdo esistesse β ∈ E trascendente su F, si avrebbe che
(1, β, . . . , βn, . . .) sarebbero linearmente indipendenti su F. Ciò implicherebbe che
dimF E = ∞ che è assurdo per la finitezza dell’estensione.

• E/F finitamente generate: se E = F allora E = F(1); se invece E ⊃ F, preso α1 ∈ E−F
avremmo

E ⊇ F[α1] ⊃ F.

In particolare F[α1]/F è finita per cui F[α1] = F(α1). Ora se E = F[α1] abbiamo
mostrato la tesi, altrimenti se E ⊃ F[α1] possiamo trovare α2 ∈ E− F[α1] ottenendo

E ⊃ F[α1, α2] ⊃ F[α1] ⊃ F,

che sono tutte estensioni finite. Posso quindi iterare il processo scrivendo E ⊇
F[α1, . . . , αk] = F(α1, . . . , αk). Tale processo deve terminare poiché

n1n2·. . .·nk =
[
F[α1, . . . , αk] : F

]
=
[
F[α1, . . . , αk] : F[α1, . . . , αk−1]

][
F[α1, . . . , αk−1] : F

]
,
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dove nj =
[
F[α1, . . . , αj] : F[α1, . . . , αj−1]

]
> 1. D’altronde n1 · . . . ·nk | [E : F] <∞,

per cui deve esistere k0 tale che

n1 · . . . · nk0
= [E : F] =⇒ E = F[α1, . . . , αk0

].

⇐)Supponiamo che E/F sia un’estensione finitamente generata, con E = F[α1, . . . , αk], e
algebrica. Dobbiamo mostrare che è finita.

• Se k = 1 allora E = F[α]/F è finita di grado deg fα poichè F[α] risulta essere un
campo col gambo.

• Se k > 1 possiamo scrivere E = F[α1, . . . , αk−1][αk] che per induzione ci dice che
F[α1, . . . , αk−1]/F è finita. Inoltre E/F[α1, . . . , αk−1] è finita perché è un campo col
gambo, il cui gambo è il polinomio minimo fαk

su F[α1, . . . , αk−1][αk] e il suo grado
è

[E : F] =
[
E : F[α1, . . . , αk−1]

]︸ ︷︷ ︸
<∞

[
F[α1, . . . , αk−1] : F

]︸ ︷︷ ︸
<∞

<∞.

Corollario. Siano E/F un’estensione algebrica e R un anello tale che F ⊂ R ⊂ E.
Allora R è un campo.

Dimostrazione. Preso α ∈ R \ {0} avremo che α è algebrico su F in quanto elemento di E.
Ora F[α] è algebrico e finitamente generato, quindi per la proposizione precedente F[α] è
finito, ovvero F[α] = F(α). Da cui segue

1

α
∈ F[α] ⊂ R,

poiché ciò vale per ogni elemento non nullo di R, segue che R è un campo.

Corollario. Siano E/F e L/E due estensioni algebriche. Allora L/F è un’estensione
algebrica.

Dimostrazione. Sia α ∈ L. Dal momento che L/E è algebrica esisterà f ∈ E[X] monico
tale che f(α) = 0. Dove

f(X) = Xm + a1X
m−1 + . . .+ am, con aj ∈ E.

Per ipotesi E/F è algebrica, per cui aj ∈ E =⇒ F[a1, . . . , am] è ancora algebrica su
F, inoltre è finitamente generata. Quindi per la proposizione F[a1, . . . , am]/F è finita.
Inoltre anche

F[a1, . . . , am, α]/F[a1, . . . , am],

è finita poiché F[a1, . . . , am, α] = F[a1, . . . , am][α] è l’anello col gambo su F[a1, . . . , am].
Quindi per la la formula del grado avremo[

F[a1, . . . , am, α] : F
]
=
[
F[a1, . . . , am, α] : F[a1, . . . , am]

][
F[a1, . . . , am] : F

]
< +∞.

Ovvero F[a1, . . . , am, α] è finito, e quindi algebrico, su F.

1.11 numeri trascendenti
Un numero complesso si dice algebrico o trascendente secondo che sia algebrico o trascendente
su Q. Per comodità definiamo l’insieme dei numeri algebrici

A = { α ∈ C | α è algebrico su Q } .
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Si può dimostrare che A è un campo e che ha cardinalità numerabile.
Ora riportiamo alcuni cenni storici:

1844 Liouville dimostra l’esistenza di numeri trascendenti, ovvero che C− A ̸= ∅.

1873 Hermite dimostra che e è un numero trascendente.

1874 Cantor dimosta che l’insieme A è numerabile e che R non lo è. Ciò prova che la
maggior parte dei reali sono trascendenti, anche se è molto difficile dimostrare che un
numero specifico lo sia.

1882 Lindemann dimostra che π è trascendente.

1934 Gel’fond dimostra che se α e β sono algebrici con α,β ̸= 0, 1 e β ̸∈ Q, allora αβ è
trascendente.

2016 Non è stato ancora dimostrato se la costante di Eulero-Mascheroni

γ = lim
N→+∞

( N∑
n=1

1

n
− lnN

)
,

è trascendente o addirittura se è irrazionale.

2016 Nonostante i numeri π + e e π − e siano certamente trascendenti non è stato ancora
dimostrato se sono irrazionali.

Proposizione 1.44 – Numerabilità dell’insieme dei numeri algebrici
L’insieme A dei numeri algebrici è numerabile.

Dimostrazione. Definiamo l’altezza H(r) di un razionale r = n/m, con (n,m) = 1 e
n ∈ Z,m ∈ N, come

H(r) = max |n|,m.

È è facile convincersi che vi sono solo un numero finito di razionali con la proprietà di
avere l’altezza minore di un certo N fissato. Definiamo inoltre l’altezza di un polinomio
monico come

H(a0 + a1X+ . . .+ an−1X
n−1 + Xn) = max {H(a0), . . . , H(an−1) } .

La strategia è mostrare che, definito Bn = { α ∈ A | deg fα ⩽ n,H(fα) ⩽ n }, si abbia

A =
⋃
n∈N

Bn e #Bn < +∞.
Da cui seguirebbe che #A è numerabile in quanto unione numerabile di insiemi finiti.
Anche in questo caso è facile convincersi che #Bn è finito.

Teorema 1.45 – Trascendenza di un numero di Liouville
Il seguente numero di Liouville

α =

∞∑
n=0

1

2n!

è trascendente.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che α sia algebrico. Scriviamo il polinomio
minimo di α:

fα(X) = X
d + a1X

d−1 + . . .+ ad, con aj ∈ Q.
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Fissato N ∈ N definiamo

ΣN =

N∑
n=0

1

2n!
.

Chiaramente avremo che ΣN ∈ Q e ΣN → α monotonicamente. Inoltre avremo che
XN = fα(ΣN) ∈ Q − {0}, in quanto fα è un polinomio irriducibile in Q e pertanto non
può avere radici razionali a meno che non sia di grado uno, ma in tal caso la sua unica
radice sarebbe α.
Sia D ∈ Z tale che Dfα(X) ∈ Z[X], per cui avremo

(2N!)
d
DXn ∈ Z− {0} e 1 ⩽ |(2N!)

d
DXN|.

Ora per il Teorema Fondamentale dell’Algebra

fα(X) = (X− α)(X− α2) · . . . · (X− αd),

da cui

|XN| = |ΣN − α|

d∏
j=2

|ΣN − αj|.

In particolare, da k ⩾ N+ 1 =⇒ k!− (N+ 1)! ⩾ k, avremo

|ΣN − α| =

∞∑
k=N+1

1

2k!
⩽

1

2(N+1)!

∞∑
k=0

1

2k
⩽

2

2(N+1)!

Inoltre

|ΣN − αj| ⩽ ΣN + |αj| ⩽ α+M, con M = max { |α2|, . . . , |αd| } .

Quindi

|XN| ⩽
2

2(N+1)!
(α+M)d−1,

ovvero

1 ⩽ |(2N!)
d
DXN| ⩽

(2N!)
d
2

2(N+1)!
(α+M)d−1 =

(
2d

2N+1

)N!

2(α+M)d−1,

che tende a zero, da cui l’assurdo.

1.12 campi algebricamente chiusi
Notazione. Diciamo che un polinomio si spezza su un campo F se può essere scritto
come prodotto di polinomi di grado 1 in F[X].

Definizione 1.46 – Campo algebricamente chiuso
Un campo Ω si dice algebricamente chiuso se ogni polinomio non costante in Ω[X] si
spezza in Ω.

Osservazione. C è algebricamente chiuso come immediata conseguenza del Teorema
Fondamentale dell’Algebra.
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Proposizione 1.47 – Caratterizzazione di campi algebricamente chiusi
Sia Ω un campo, allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. Ogni polinomio non costante in Ω[X] si spezza in Ω.

2. Ogni polinomio non costante in Ω ha almeno una radice in Ω.

3. Se un polinomio su Ω[X] è irriducibile allora ha grado 1.

4. Se E/Ω è un’estensione finita allora E = Ω.

Dimostrazione. Le implicazioni (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (1) sono ovvie.
(3) =⇒ (4) Sia E/Ω un’estensione finita e sia α ∈ E. Il polinomio minimo fα(X) ∈ Ω[X] è irriducibile,

quindi, per ipotesi, deg fα = 1. In particolare

fα(X) = X− α =⇒ α ∈ Ω,

da cui E ⊆ Ω.
(4) =⇒ (3) Sia f(X) ∈ Ω[X] un polinomio irriducibile. Consideriamo Ω ′ = Ω[X]/(f), avremo che

Ω ′/Ω è un’estensione finita con

[Ω ′ : Ω] = deg f.

D’altronde per ipotesi Ω ′ = Ω, quindi 1 = [Ω ′ : Ω] = deg g.

Osservazione. C(X)/C è un’estensione non banale di C ma è infinita.

Definizione 1.48 – Chiusura algebrica
Un’estensione Ω/F si definisce chiusura algebrica di F se

• Ω/F è un’estensione algebrica.

• Ω è algebricamente chiuso.

Esempio. C/R è una chiusura algebrica, d’altronde C/Q non lo è in quanto non è
un’estensione algebrica.

Proprietà 1.49. Sia Ω/F è un’estensione algebrica e supponiamo che per ogni f ∈
F[X] si abbia che f si spezza in Ω[X]. Allora Ω è algebricamente chiuso.

Dimostrazione. Sia f ∈ Ω[X] con deg f ⩾ 1. Vogliamo trovare una radice di f in Ω.
Scriviamo il polinomio come

f(X) = anX
n + . . .+ a1X+ a0, con aj ∈ Ω.

Supponiamo per assurdo che f sia irriducibile. Allora possiamo trovare un’estensione L/Ω
tale che f ha una radice in L. Infatti è sufficiente prendere L = Ω[X]/(f). In particolare
avremo L/Ω finita e f(α) = 0 per una certa α ∈ L. Inoltre

F ⊆ F[a0, . . . , an] ⊆ F[a0, . . . , an, α] ⊆ L = Ω[α].

Dove la prima estensione è finita in quanto algebrica e finitamente generata, mentre
la seconda lo è poiché costruita con la radice di un polinomio nel campo di partenza.
Quindi per la la formula del grado avremo che F[a0, . . . , an, α]/F è finita, e in particolare
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α soddisfa un polinomio irriducibile in F[X]. Ovvero esiste g ∈ F[X] tale che g(α) = 0.
Ora, per ipotesi, g si spezza in Ω, per cui α ∈ Ω.

Osservazione. In particolare Ω è una chiusura algebrica di F.

Proprietà 1.50. Sia E/F un’estensione, allora

AE/F = { α ∈ E | α è algebrico su F }

è un campo.

Dimostrazione. Siano α,β elementi algebrici di F. Allora F[α,β] è un campo ed un’esten-
sione finita di F, in quanto algebrico e finitamente generato. In particolare ogni elemento
di F[α,β] sarà algebrico su F, compresi

α+ β; αβ;
α

β
.



2 C A M P I D I S P E Z Z A M E N TO E
R A D I C I M U LT I P L E
2.1 omomorfismi fra estensioni

Definizione 2.1 – Omomorfismo di campi
Siano E/F e E ′/F estensioni di F. Si definisce F-omomorfismo un omomorfismo

φ : E→ E ′,

tale che φ(a) = a per ogni a ∈ F.

Osservazione. Un F-omomorfismo è iniettivo in quanto omomorfismo di campi.

Osservazione. Se [E : F] = [E ′ : F] < +∞ allora φ è un isomorfismo in quanto
omomorfismo iniettivo fra spazi della stessa dimensione.

Osservazione. Se φ è un F-omomorfismo e g ∈ F[X] allora

g
(
φ(β)

)
= φ

(
g(β)

)
∀ β ∈ F[α].

Proprietà 2.2. Sia F(α) un’estensione semplice di F e sia E/F un’altra estensione.
Supponiamo che α sia trascendente su F. Allora per ogni F-omomorfismo φ : F(α)→ E,
si ha φ(α) trascendente su F. Inoltre vi è una corrispondenza biunivoca

{φ : F(α)→ E | φ F-omomorfismo }←→ { x ∈ E | x trascendente su F }

tramite
φ 7−→ φ(α) e

(
f(α)

g(α)
7→ f(x)

g(x)

)
7−→x.

Dimostrazione.7→ Supponiamo che φ : F(α) → E sia un F-omomorfismo. La mappa φ 7→
φ(α) è ben definita, infatti se per assurdo esistesse g ∈ F[X] tale che g

(
φ(α)

)
= 0, allora

avremmo
0 = g

(
φ(α)

)
= φ

(
g(α)

)
=⇒ g(α) = 0,

che è assurdo per la trascendenza di α.
7→ Supponiamo che x ∈ E sia trascendente su F. La mappa x 7−→ (α 7→ x) definisce

l’omomorfismo φ : F(α)→ E, α 7→ x, il quale si estende in modo unico a

F[α]→ F[x] ⊂ E, h(α) 7→ h(x),

da cui
F(α)→ F(x) ⊂ E, h1(α)

h2(α)
7→ h1(x)

h2(x)
.

Si mostra facilmente che una funzione è l’inversa dell’altra.



2.1 omomorfismi fra estensioni 25

Proprietà 2.3. Sia F(α) un’estensione semplice di F e sia E/F un’altra estensione.
Supponiamo che α sia algebrico su F e che fα(X) sia il suo polinomio minimo. Allora
per ogni F-omomorfismo φ : F[α] → E, si ha che φ(α) è una radice di fα(X) in E.
Inoltre vi è una corrispondenza biunivoca

{φ : F[α]→ E | φ F-omomorfismo }←→ { γ ∈ E | γ radice di fα }

tramite
φ 7−→ φ(α) e (α 7→ γ) 7−→γ.

Dimostrazione. 7→Scriviamo il polinomio minimo di α:

fα(X) = X
n + a1 X

n−1 + . . .+ an.

Supponiamo φ : F[α]→ E sia un F-omomorfismo, mostriamo che φ(α) è una radice di fα:

f
(
φ(α)

)
= φ(a)n + a1φ(α)

n−1 + . . .+ an−1φ(α) + an sfruttiamo
l’ipotesi che φ è
un
F-omomorfismo

= φ(αn) +φ(a1)φ(α
n−1) + . . .+φ(an−1)φ(α) +φ(an)

= φ(αn + a1α
n−1 + . . .+ an−1α+ an)

= φ
(
fα(α)

)
= φ(0) = 0.

7→Viceversa se γ è una radice di fα, dobbiamo mostrare che γ 7−→ (α 7→ γ) individua un
ben definito F-omomorfismo F[α]→ E, α 7→ γ. Ciò è vero in quanto

F[X]→ E, X 7→ γ,

ha (fα) come nucleo, per cui viene indotto l’omomorfismo

F[α] =
F[X]

(fα)
→ E, α 7→ γ.

Osservazione. Dalla proposizione segue che se F[α]/F è algebrica, allora

# {φ : F[α]→ E | φ F-omomorfismo } ⩽ deg fα.

Esempio. Supponiamo che F = Q, α =
√
2 e E = C. Stiamo quindi considerando i

Q-omomorfismi del tipo φ : Q[
√
2]→ C. Per la proposizione vi è una corrispondenza

biunivoca{
φ : Q[

√
2]→ C

∣∣∣ φ Q-omomorfismo
}
←→

{
γ ∈ C

∣∣ γ radice di X2 − 2
}
= {
√
2,−
√
2}.

Per cui i Q-omomorfismi possibili sono quelli tali che
√
2 7→

√
2 oppure

√
2 7→ −

√
2.
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Teorema 2.4 – Corrispondenza fra F-omomorfismi di estensioni sempli-
ci

Sia F(α) un estensione semplice di F e sia φ0 : F → E un omomorfismo di campi.
Allora vi è una corrispondenza biunivoca:

• Se α è trascendente

{φ : F(α)→ E | φ|F = φ0, φ omom. }←→ { x ∈ E | x trascendente su φ0(F) } .

• Se α è algebrico

{φ : F(α)→ E | φ|F = φ0, φ omom. }←→ { β ∈ E | β radice di fα } .

Dimostrazione. Questo teorema è una generalizzazione delle due proprietà precedenti.
Non forniremo un’ulteriore dimostrazione.

Proprietà 2.5. Supponiamo che E1, E2 siano campi aventi la stessa caratteristi-
ca. Allora gli omomorfismi E1 → E2 sono F-omomorfismi, dove F è il sottocampo
fondamentale di entrambi, ovvero

F = Q oppure F = Fp.

2.2 campi di spezzamento
Definizione 2.6 – Campo di spezzamento

Un’estensione E/F si definisce campo di spezzamento di f ∈ F[X] se

• f si spezza in E:

f(X) = a

n∏
j=1

(X− αj), con αj ∈ E, n = deg f.

• E = F[α1, . . . , αn].

Esempio. Q[
√
2] è un campo di spezzamento per X2 − 2 = (X−

√
2)(X+

√
2) in Q

Proprietà 2.7. Sia f ∈ F[X] e supponiamo

f = a

n∏
j=1

(X− αj).

Se E/F è un campo di spezzamento per f, allora

E = F[α1, . . . , αn] = F[α1, . . . , αn−1].

Dimostrazione. L’inclusione F[α1, . . . , αn] ⊇ F[α1, . . . , αn−1] è banalmente vera. Per
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dimostrare l’uguaglianza è quindi sufficiente mostrare che αn ∈ F[α1, . . . , αn−1]. Ora

aXn + a1X
n−1 + . . .+ an = f(X) = a

n∏
j=1

(X− αj),

da cui
a1

a
= −(α1 + α2 + . . .+ αn) =⇒ αn = −

a1

a
− α1 − . . .− αn−1.

Esempio. Troviamo un campo di spezzamento per X3 − 2 ∈ Q[X]. Posto w = e
2πi
3

avremo

X3 − 2 =

2∏
j=0

(X−wj2
1
3 ).

Quindi un campo di spezzamento è Q[2
1
3 , w 2

1
3 , w22

1
3 ]. Per la proposizione precedente

avremo
Q[2

1
3 , w 2

1
3 , w22

1
3 ] = Q[2

1
3 , w 2

1
3 ].

Inoltre Q[2
1
3 , w 2

1
3 ] = Q[2

1
3 , w]. Infine si può dimostrare che

Q[2
1
3 , w] = Q[2

1
3 +w].

Esempio. Un campo di spezzamento di X4 − 2 è

Q[2
1
4 ,−2

1
4 , i 2

1
4 ,−i 2

1
4 ] = Q[2

1
4 , i 2

1
4 ] = Q[2

1
4 , i].

Esempio (p-esimo polinomio ciclotomico). Consideriamo il p-esimo polinomio
ciclotomico

ϕp(X) = 1+ . . .+ X
p−1 =

p−1∏
j=1

(X− e
2πij

p ) =

p−1∏
j=1

(X− ζjp).

Tale polinomio ha come campo di spezzamento

Q[ζp, ζ
2
p, . . . , ζ

p−1
p ] = Q[ζp].

Esempio (Polinomio di grado 2). Consideriamo un generico polinomio di secondo
grado irriducibile in Q:

f(X) = X2 + aX+ b.

Se Df = a2 − 4b è il discriminante di f, allora un campo di spezzamento di f è il
seguente:

Q
[
−
a

2
+

√
Df

2
,−
a

2
−

√
Df

2

]
= Q[

√
Df].

Esempio (Polinomio di grado 3). Consideriamo un generico polinomio di terzo grado
irriducibile in Q:

f(X) = X3 + X2 + bX+ c = (X− α1)(X− α2)(X− α3).

Sappiamo che Q[α1, α2] è un suo campo di spezzamento. Ora per la formula del
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grado [
Q[α1, α2] : Q

]
=
[
Q[α1, α2] : Q[α1]

][
Q[α1] : Q

]
,

dove
[
Q[α1] : Q

]
= 3, mentre rispetto a Q[α1] possiamo considerare Q[α1, α2] come

il campo di spezzamento del polinomio

f(X)

X− α1
∈ Q[α1][X],

che ha grado 2. Per cui il grado
[
Q[α1, α2] : Q[α1]

]
può essere 1 oppure 2.

In conclusione un polinomio irriducibile di grado 3 ha un campo di spezzamento di
grado 3 oppure 6. Vedremo in seguito che il grado è 3 se e soltanto se Df è un
quadrato perfetto.

Proposizione 2.8 – Stima della dimensione del campo di spezzamento
Sia f ∈ F[X] un polinomio di grado n. Allora esiste un campo di spezzamento E/F di
f e vale

[E : F] ⩽ n!

Dimostrazione. Sia f ∈ F[X] e sia F1 = F[α1], dove α1 è una radice di un fattore irriducibile
di f. In particolare fα1

| f, da cui

[F1 : F] = deg fα1
⩽ deg f.

Prendiamo ora F2 = F1[α2], dove α2 è una radice di un fattore irriducibile di f(X)/(x −
α1) ∈ F1[X]. Avremo

[F2 : F1] = deg fα2
⩽ (deg f− 1)fα2

∈ F1[X]

Iterando per ogni 2 ⩽ k ⩽ n troviamo Fk = Fk−1[αk], dove ak è una radice di un fattore
irriducibile di

f(X)

(X− α1) · . . . · (X− αk−1)
∈ Fk−1[X],

dove [Fk : Fk−1] = deg fαk
⩽ (deg f− k+ 1), con fαk

∈ Fk−1[X]. Infine avremo

Fn = Fn−1[αn] = . . . = F[α1, . . . , αn]

il quale sarà un campo di spezzamento di f. In particolare, per la formula del grado,
avremo

[Fn : F] =

n∏
j=1

[Fj : Fj−1] ⩽ n!abbiamo posto
F0 = F

Osservazione. A priori 1 ⩽ [E : F], d’altronde se f è irriducibile in F[X] si ha n ⩽ [E : F]
in quanto

E ⊇ F[α] ⊇ F,

dove α è una radice di f e sappiamo che
[
F[α] : F

]
= n Inoltre in tal caso vale anche

n | [E : F].

Esempio. Tramite l’osservazione precedente si può dimostrare facilmente quale sia
il possibile grado del campo di spezzamento di un polinomio irrducibile di grado 3.
Infatti se E è il campo di spezzamento di f ∈ F[X] avremo

3 ⩽ [E : F] ⩽ 3! e 3 | [E : F],
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da cui
[E : F] = 3 oppure [E : F] = 6.

Esempio. Se f ∈ F[X] è un polinomio irriducibile di grado 4 e se E/F è un suo campo
di spezzamento, avremo

4 ⩽ [E : F] ⩽ 4! = 24 e 4 | [E : F],

quindi i possibili gradi di E sono 4, 8, 12, 16, 20, 24

Proposizione 2.9
Sia f ∈ F[X] e siano E1/F, E2/F due estensioni tali che E1 è generata su F da alcune
radici di f; E2 è tale che f si spezza al suo interno. Allora

{φ : E1 → E2 | φ F-omomorfismo } ̸= ∅.

Inoltre tale insieme contiene al più [E1 : F] elementi.

Dimostrazione. Per ipotesi E1 = F[α1, . . . , αm], dove αj sono radici di f. Il polinomio
minimo di α1 è un polinomio irriducibile f1 che divide f e tale che deg f1 =

[
F[α1] : F

]
. Per

ipotesi f si spezza in E2, quindi anche f1 deve spezzarsi in E2, inoltre le sue radici saranno
distinte se lo erano quelle di f. Per la teorema 2.3 esisteranno degli F-omomorfismi

φ1 : F[α1]→ E2,

e tali omomorfismi saranno in numero al più uguale a
[
F[α1] : F

]
, e saranno proprio uguali

nel caso in cui f abbia tutte radici distinte in E2.
Ora, il polinomio minimo di α2 su F[α1] è un polinomio irriducibile f2 che divide f in
F[α1][X]. Avremo che φ1(f2) ∈ F[α1][X] e φ1(f2) | f, per cui φ1(f2) si spezza in E2 e le
sue radici sono distinte se lo sono quelle di f. Sfruttando l’enunciato più generale della
proposizione usata poc’anzi, ogni φ1 si estende ad un omomorfismo

φ2 : F[α1, α2]→ E2

e tali estensioni saranno in numero al più uguale a deg f2 =
[
F[α1, α2] : F[α2]

]
, e saranno

proprio uguali quando f ha tutte radici distinte in E2.
Combinando le precedenti affermazioni, possiamo concludere che esiste un F-omomorfismo

φ : F[α1, α2]→ E2

il cui numero è al più
[
F[α1, α2] : F[α1]

][
F[α1] : F

]
=
[
F[α1, α2] : F

]
.

Iterando questo procedimento fino a m si giunge alla tesi.

Osservazione. Il numero di elementi nell’insieme degli F-omomorfismi è precisamente
[E1 : F] se f ha tutte le radici distinte in E2.

Corollario. Se E1/F, E2/F sono campi di spezzamento di f ∈ F[X], allora

E1 ∼=F E2.

Dimostrazione. Applichiamo la proposizione nel caso in cui E1, E2 sono due campi di
spezzamento di f su F. Otteniamo che esiste φ : E1 → E2 che in quanto F-omomorfismo
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è iniettivo, da cui
[E1 : F] ⩽ [E2 : F].

Applicando nuovamente la proposizione scambiando il ruolo di E1 con E2, otteniamo che
esiste un altro F-omomorfismo ψ : E2 → E1, la cui iniettività implica

[E2 : F] ⩽ [E1 : F].

Da ciò segue che E1, E2 hanno le stesso grado su F, per cui φ,ψ sono isomorfismi. Ovvero

E1 ∼=F E2.

Corollario. Sia E/F un’estensione finita e L/F un’estensione qualsiasi. Allora

# {φ : E→ L | φ F-omomorfismo } ⩽ [E : F].

Dimostrazione. Per ipotesi E/F è finita, quindi E = F[α1, . . . , αm]. Prendiamo f = fα1
·

. . . · fαm
∈ F[X] il prodotto dei polinomi minimi di α1, . . . , αm.

Ora f ∈ F[X] ⊆ L[X], sia Ω un campo di spezzamento di f su L; in particolare Ω è
un’estensione di L dove f si spezza. Per la proposizione precedente

# {φ : E→ Ω | φ F-omomorfismo } ⩽ [E : F].

D’altronde ogni omomorfismo φ̃ : E→ L può essere composto con l’inclusione L ↪→ Ω. In
conclusione

# {φ : E→ L | φ F-omomorfismo } ⩽ # {φ : E→ Ω | φ F-omomorfismo } ⩽ [E : F].

Esempio. Consideriamo E = Q[ 3
√
2] che sappiamo avere [E : F] = 3. Per il corollario

precedente, ciò significa che Q[ 3
√
2] può essere immerso in al più 3 modi distinti in C.

Da alcuni esempi precedenti si capisce facilmente che tali omomorfismi sono del tipo:

φ1 :
3
√
2 7→ 3

√
2; φ2 :

3
√
2 7→ w

3
√
2; φ3 :

3
√
2 7→ w2 3

√
2,

dove w = e
2πi
3 .

Corollario. Supponiamo di avere una famiglia di estensioni finite
E1/F, E2/F, . . . , Ek/F. Allora esiste un’estensione finita Ω/F tale che

Ω ⊇ Ẽ1, . . . Ẽk, con Ẽj ∼=F Ej.

Dimostrazione. DA FINIRE!

2.3 radici multiple
Siano f, g ∈ F[X]. Anche quando f, g non hanno divisori in comune in F[X], ci si potrebbe
aspettare che acquisiscano un fattore comune se ci si porta in un certo Ω[X] con Ω ⊃ F.
In realtà questo non accade, il massimo comun divisore non cambia quando si estende un
campo.
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Proposizione 2.10 – Invarianza del MCD tramite estensione
Siano f, g ∈ F[X] e sia Ω/F un’estensione. Se r(X) è il MCD di f, g calcolato in F[X],
allora tale MCD non cambia quando lo si calcola in Ω[X].

Dimostrazione. Siano rF(X) e rΩ(X) i MCD di f, g calcolati rispettivamente in F[X] e
Ω[X].
rF(X) ∈ F[X] ⊆ Ω[X], quindi per le proprietà del MCD si avrà

rF(X) | rΩ(X).

D’altronde in F[X] varrà l’identità di Bezout rispetto a rF(X), ovvero esisteranno a, b ∈
F[X] tali che

a(X)f(X) + b(X)g(X) = rF(X) ∈ F[X] ⊆ Ω[X].

Ora rΩ(X) in quanto MCD di f, g in Ω[X] divide ogni combinazione dei due polinomi, in
particolare

rΩ(X) | rF(X),

da cui la tesi.

Osservazione. In particolare, polinomi monici irriducibili in F[X] non acquisiscono
radici in comune in nessuna estensione di F.

Definizione 2.11 – Insieme dei polinomi irriducibili
SIa F un campo, si definisce l’insieme Irr(F) dei polinomi irriducibili di F[X] come
l’insieme dei polinomi f tali che

• f monico;

• deg f ⩾ 1;

• f non ha fattori propri.

Definizione 2.12 – Molteplicità di una radice
Sia f ∈ F[X] e sia Ff un suo campo di spezzamento. Scritto

f(X) = a

k∏
j=1

(X− αj)
mj , con α1, . . . , ak ∈ Ff,

gli interi m1, . . . ,mk ∈ N⩾1 si definiscono molteplicità di f su Ff.

Notazione. Una radice αj si dice semplice se mj = 1. Viceversa se mj ⩾ 2, aj si
dice multipla.

Osservazione. Per definizione si ha

k∑
j=1

mj = deg f.
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Osservazione. Come diretta conseguenza del teorema 2.2 La molteplicità di una radice
è invariante rispetto alla scelta del campo di spezzamento.

Esempio. Sia F = Fp(T) e prendiamo f(X) = Xp − T ∈ F[X]. Mostriamo che f è
irriducibile e che ha una sola radice in qualsiasi campo di spezzamento Ff.
Sia α una radice di un fattore irriducibile di f(X), consideriamo il campo col gam-
bo F[α], αp = T . Se adesso consideriamo f(X) ∈ F[α]

[
X
]

avremo, per la "formula
sbagliata",

Xp − T = (X− α)p,

da cui segue che la molteplicità di α è p.
Infine Xp − T è irriducibile perché se g ∈ F[X] fosse un divisore di f, si avrebbe

g(X) = (X− α)k ∈ F[X].

D’altronde

(X− α)k = Xk − kαXk−1 + . . . =⇒ kα ∈ F =⇒ k = 0,

da cui p | k ma k ⩽ p, quindi k = p. Per cui

g(X) = (X− α)p = f(X).

Definizione 2.13 – Derivata formale
Sia f ∈ F[X] un generico polinomio del tipo

f(X) =

n∑
j=0

ajX
k, con aj ∈ F.

Definiamo la derivata formale f ′(X) di f(X) come

f ′(X) =

n∑
j=0

j ajX
j−1.

Proprietà 2.14. Siano f, g ∈ F[X], allora valgono le seguenti identità:

(f+ g) ′(X) = f ′(X) + g ′(X) e (f · g) ′(X) = f ′(X)g(X) + f(X)g ′(X).

Dimostrazione. Basta verificarlo con la definizione.

Proposizione 2.15 – Caratterizzazione delle radici multiple
Sia f ∈ F[X] con deg f ⩾ 1 e f irriducibile. Allora le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

1. f ha una radice multipla.

2. (f, f ′) ̸= 1.

3. F ha caratteristica p ed esiste g ∈ F[X] tale che f(X) = g(Xp).

4. Tutte le radici di f sono multiple.
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Dimostrazione. (1) =⇒ (2)Supponiamo che α ∈ Ff sia una radice multipla di f. Allora esiste g ∈
Ff[X] tale che

f(X) = (X− α)2g(X) ∈ Ff[X].

Passando alla derivata otteniamo

f ′(X) = 2(X− α)g(X) + (X− α)2g ′(X) = (X− α)h(X) ∈ Ff[X],

da cui (X− α) | (f, f ′).
(2) =⇒ (3)Supponiamo che (f, f ′) ̸= 1. Allora, per l’irriducibilità di f, avremo

(f, f ′) = f.

In particolare f | f ′ =⇒ f ′ = 0 in quanto deg f ′ < deg f. Ora

f(X) = a0 + a1X+ . . .+ am−1X
m−1 + amX

m,

da cui
0 = f ′(X) = a1 + 2a2X+ . . .+ (m− 1)am−1X

m−2 +mamX
m−1,

quindi per ogni j = 1, . . . ,m si ha j · aj = 0, ovvero j = 0 oppure aj = 0. Da ciò segue
immediatamente che F ha caratteristica p, poiché altrimenti si avrebbe aj = 0 ∀ j, che
contraddice l’ipotesi deg f ⩾ 1.
In particolare se p ∤ j si ha aj = 0, da cui

f(X) = a0 + apX
p + a2pX

2p + . . .+ akpX
kp, con kp = m.

Quindi se prendiamo g(X) = a0 + apX+ . . . akpX
k ∈ F[X] otteniamo

f(X) = g(Xp).

(3) =⇒ (4)Supponiamo che F abbia caratteristica p e che esista g ∈ F[X] tale che f(X) = g(Xp).
Fissato un campo di spezzamento Ff di f, avremo

g(X) =

k∏
j=1

(X− αj)
mj , con αj ∈ Ff,

da cui

f(X) = g(Xp) =

k∏
j=1

(Xp − αj)
mj .

Ora da Char F = p segue αp
j = αj, quindi possiamo applicare la "formula sbagliata":

f(X) =

k∏
j=1

(Xp − αj)
mj =

k∏
j=1

(Xp − αp
j )

mj =

k∏
j=1

(X− αj)
pmj ,

dove mj p > 1.
(4) =⇒ (1)Conseguenza ovvia.

Definizione 2.16 – Polinomio separabile
Un polinomio f ∈ F[X] si dice separabile se ha solo radici semplici.

Proposizione 2.17 – Caratterizzazione dei polinomi separabili
Sia f ∈ F[X]. Allora f è separabile se e soltanto se (f, f ′) = 1.
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Dimostrazione.⇒) Supponiamo che f sia separabile. Se per assurdo esistesse h ∈ F[X] tale
che

h | f e h | f ′,

fissato un campo di spezzamento Ff, se h(α) = 0, si avrebbe

(X− α) | f(X) e (X− α) | f ′(X),

da cui (X−α)2 | f(X), ovvero α ha molteplicità maggiore di uno, che è assurdo per ipotesi.
⇐) Supponiamo che (f, f ′) = 1. Se per assurdo α fosse una radice di f con molteplicità

maggiore di uno, si avrebbe

(X− α)2 | f =⇒ (X− α) | f ′,

da cui (X− α) | (f, f ′) che è assurdo.

Osservazione. In generale un polinomio f ∈ F[X] può essere non separabile se

• f(X) = fm1

1 · . . . · fmt
t dove fj ∈ F[X] ed esiste j tale che mj ⩾ 2.

• f(X) = f1 · . . . · ft con fj distinti, F ha caratteristica p ed esiste j0 tale che
fj0 = g(Xp).

Definizione 2.18 – Campo perfetto
Un campo F si dice perfetto se ogni polinomio f ∈ Irr(F) è separabile.

Osservazione. Tutti i campi di caratteristica zero sono perfetti.

Proposizione 2.19 – Caratterizzazione dei campi perfetti di caratteristica
p

Sia F un campo di caratteristica p. Allora F è perfetto se e soltanto se per ogni α ∈ F,
α è un p-esima potenza in F, ovvero

∃ β ∈ F : α = βp.

Dimostrazione.⇒) Sia F perfetto. Supponiamo per assurdo che a ∈ F non sia una p-esima
potenza. Consideriamo f(X) = Xp − a ∈ F[X], vogliamo mostrare che f è irriducibile e
non separabile, da cui seguirebbe l’assurdo. Sia α una radice di un fattore irriducibile di
f(X) e consideriamo il campo col gambo

F[α], αp = a.

Quindi se consideriamo f(X) ∈ F[α]
[
X
]

avremo

Xp − a = Xp − αp = (X− α)pricordiamo che in
un campo di

caratteristica p
vale la "formula

sbagliata".

da cui segue che la molteplicità di α è p, per cui f non è separabile.
Inoltre f è irriducibile poiché se g(X) ∈ F[X] fosse un divisore di f(X), si avrebbe

g(X) = (X− α)k ∈ F[X].

D’altronde
(X− α)k = Xk − kαXk−1 + . . . =⇒ kα ∈ F =⇒ k = 0,

da cui p | k ma k ⩽ p, quindi k = p. Ovvero

g(X) = (X− α)p = f(X).
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⇐)Supponiamo che ogni a ∈ F sia una p-esima potenza. Se per assurdo F non fosse perfetto,
esisterebbe f ∈ Irr(F) non separabile. Per la teorema 2.15 esiste g(X) ∈ F[X] tale che
f(X) = g(Xp). Inoltre per ipotesi

g(X) = a0 + a1X+ . . .+ anX
n = bp0 + bp1X+ . . .+ bpnX

n,

da cui, applicando la "formula sbagliata",

f(X) = g(Xp) = (b0 + b1X+ . . .+ bnX
n)p,

ovvero f non è irriducibile.

Corollario. Tutti i campi finiti sono perfetti.

Dimostrazione. Sia F un campo finito e consideriamo φ : F → F, α 7→ αp. φ è
l’endomorfismo di Frobenius che è un automorfismo quando F è finito, per cui applicando
la proposizione precedente si ha che F è perfetto.

Corollario. Se F è un campo di caratteristica p e F/Fp è algebrico, allora F è perfetto.

Dimostrazione. Sia α ∈ F, poiché F/Fp è algebrico, avremo che Fp[α] è finito. In
particolare α = βp, da cui la tesi.

Osservazione. In conclusione i campi imperfetti sono i campi infiniti, trascendenti e
di caratteristica p. Come ad esempio Fp(T).



3 I L T E O R E M A
F O N DA M E N TA L E D I G A LO I S
3.1 gruppi di automorfismi

Definizione 3.1 – Gruppo degli automorfismi
Sia E/F un’estensione. Un F-isomorfismo E → E si dice F-automorfismo di E. Gli
F-automorfismi di E definiscono un gruppo

Aut(E/F) = {φ : E→ E | φ F-automorfismo } .

Notazione. In generale quando scriviamo Aut(E) faremo riferimento ad E come
estensione sul suo sottocampo fondamentale, che come sappiamo può essere Fp oppure
Q.

Osservazione. Con queste notazioni si ha

Aut(E/F) ⩽ Aut(E), ∀ E/F.

Inoltre se E ⊇M ⊇ F vale
Aut(E/M) ⩽ Aut(E/F).

Proposizione 3.2 – Dimensione del gruppo degli automorfismi di un
campo di spezzamento

Supponiamo che E sia il campo di spezzamento di un polinomio separabile f ∈ F[X].
Allora

#Aut(E/F) = [E : F].

Dimostrazione. Applichiamo la proposizione teorema 2.9 ad E1 = E2 = E che soddisfano
le ipotesi, in quanto E è il campo si spezzamento di un polinomio separabile. Quindi
avremo

# {φ : E→ E | φ F-omomorfismo } = [E : F],

dove abbiamo messo l’uguaglianza al posto del minore uguale in quanto f, essendo
separabile, ha tutte radici distinte in E.

Esempio. Tramite la preposizione possiamo dedurre che Q[ 3
√
2] non è il campo di

spezzamento di nessun f ∈ Q[X]. Infatti sappiamo che

Aut
(
Q[

3
√
2]/Q

)
←→

{
γ ∈ Q[

3
√
2]
∣∣∣ γ radice di f 3√

2
= X3 − 2

}
e infatti

#Aut
(
Q[

3
√
2]/Q

)
= 1 ̸= 3 =

[
Q[

3
√
2] : Q

]
.
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Esempio. Q( 3
√
2,
√
−2)/Q è il campo di spezzamento di X3 − 2 ∈ Q[X]. Quindi per

la proposizione

#Aut
(
Q(

3
√
2,
√
−2)/Q

)
=
[
Q(

3
√
2,
√
−2) : Q

]
= 6.

Per la caratterizzazione dei gruppi di ordine 6, avremo che

Aut
(
Q(

3
√
2,
√
−2)/Q

)
∈ {Z/Z6, S3}.

Per determinare a quale gruppo sia effettivamente isomorfo dovremo stabilire se è
abeliano o meno. Per prima cosa troviamo esplicitamente gli automorfismi

Q(
3
√
2,
√
−2)→ Q(

3
√
2,
√
−2).

Osserviamo che 3
√
2 e
√
−3 sono generatori del campo, quindi basta determinare le

loro immagini per descrivere gli automorfismi. Inoltre

fα(α) = 0 =⇒ fα
(
σ(α)

)
= σ

(
f(α)

)
= 0,

ovvero ogni radice di un polinomio minimo deve andare in un’altra radice, da cui

3
√
2 7−→


3
√
2

w
3
√
2

w2 3
√
2

e
√
−3 7−→

{√
−3

−
√
−3

Quindi

σ1 :

3
√
2 7−→ 3

√
2

√
−3 7−→

√
−3

σ2 :

3
√
2 7−→ w

3
√
2

√
−3 7−→

√
−3

σ3 :

3
√
2 7−→ w2 3

√
2

√
−3 7−→

√
−3

σ4 :

3
√
2 7−→ 3

√
2

√
−3 7−→ −

√
−3

σ5 :

3
√
2 7−→ w

3
√
2

√
−3 7−→ −

√
−3

σ6 :

3
√
2 7−→ w2 3

√
2

√
−3 7−→ −

√
−3

Valutiamo la commutatività di σ2 ◦ σ6:

σ2 ◦ σ6(
√
−3) = σ2(−

√
−3) = −

√
−3;

σ2 ◦ σ6(
3
√
2) = σ2(w

2 3
√
2) = σ2(w

2)w
3
√
2,

dove

σ2(w) = σ2

(
−
1

2
+

√
−3

2

)
= −

1

2
+
1

2
σ2(
√
−3) = −

1

2
+

√
−3

2
= w,

quindi
σ2(w

2)w
3
√
2 = w3 3

√
2 =

3
√
2.

Segue che σ2 ◦ σ6 = σ4. Calcoliamo il viceversa:

σ6 ◦ σ2(
√
−3) = σ6(

√
−3) = −

√
−3;

σ6 ◦ σ2(
3
√
2) = σ6(w

3
√
2) = σ6(w)w

2 3
√
2,

dove

σ6(w) = σ6

(
−
1

2
+

√
−3

2

)
= −

1

2
+
1

2
σ6(
√
−3) = −

1

2
−

√
−3

2
= w2,

quindi
σ6(w)w

2 3
√
2 = w4 3

√
2 = w

3
√
2.

Segue che σ6 ◦ σ2 = σ5. Quindi

Aut
(
Q(

3
√
2,
√
−2)/Q

)
∼= S3,

poiché non è abeliano.
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Esempio. Q( 4
√
2, i) è il campo di spezzamento di X4− 2 ∈ Q[X]. Per la proposizione

#Aut
(
Q(

4
√
2, i)/Q

)
=
[
Q(

4
√
2, i) : Q

]
= 8.

I gruppi di ordine 8 sono

Z
8Z

;
Z
4Z
× Z
4Z

;
Z
2Z
× Z
2Z
× Z
2Z

; D4; Q8.

A quale di questi corrisponde Aut
(
Q( 4
√
2, i)/Q

)
lo si determina in base al numero di

elementi di ordine 2.

Esempio (Campo di spezzamento di un polinomio non separabile). Fp(T, α), α
p =

T è il campo di spezzamento di Xp − T ∈ Fp(T). Sappiamo che l’estensione
Fp(T, α)/Fp(T) ha grado p, d’altronde

Aut
(
Fp(T, α)/Fp(T)

)
= {id}

in quanto
fα(X) = X

p − T = (X− α)p =⇒ α 7→ α.

Definizione 3.3 – Sottocampo invariante
Sia E/F un estensione e sia G ⩽ Aut(E/F). Definiamo

EG = Inv(G) = { α ∈ E | σα = α∀ σ ∈ G }

un sottocampo di E, detto sottocampo invariante di G

Osservazione. Per ogni G ⩽ Aut(E/F), si ha che F ⊆ EG ⊆ E è un campo. Infatti per
ogni α,β ∈ EG e per ogni σ ∈ G, si ha

σ(α+ β) = σ(α) + σ(β) = α+ β e σ(αβ) = σ(α)σ(β) = αβ.

Proprietà 3.4. Preso E/F e Aut(E/F) vi è una relazione fra il reticolo dei sottocampi
di E/F e quello dei sottogruppi di Aut(E/F)

{M campo | F ⊆M ⊆ E }←→ {G gruppo | G ⩽ Aut(E/F) }

tramite
M 7−→ Aut(E/M) e EG 7−→G

Osservazione. Se E è il campo di spezzamento di un polinomio separabile in F[X]
mostreremo che la corrispondenza è biunivoca. In altre parole

EAut(E/M) =M e Aut(E/EG) = G.
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Teorema 3.5 – Lemma di Artin
Sia G un sottogruppo finito di Aut(E). Allora

[E : EG] ⩽ #G.

Dimostrazione. Sia F = EG. Da G finito avremo G = {σ1, . . . , σm} con σ1 = id. Presi
α1, . . . , αn ∈ E, con n > m, mostreremo che α1, . . . , αn sono F-linearmente dipendenti.
Da ciò segue che dimF E ⩽ m.
Consideriamo il seguente sistema lineare:

σ1(α1)X1 + . . .+ σ1(αn)Xn = 0

...
σm(α1)X1 + . . .+ σm(αn)Xn = 0

che ham righe e n colonne. Dal momento che n > m, vi sono più incognite che equazioni,
per cui esiste una soluzione del sistema non banale.
Sia (c1, . . . , cn) ∈ En una soluzione del sistema tale che abbia il minimo numero di
componenti non nulle. A meno di riordinare le αj, possiamo supporre che c1 ̸= 0 e,
siccome l’insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo è invariante per moltiplicazione
di scalari, possiamo assumere che c1 ∈ F.
Se tutte le altre componenti c2, . . . , cn appartengono a F, allora, dal momento che σ1 = id,
sostituendo la soluzione alla prima riga del sistema si avrebbe

c1α1 + . . .+ cnαn = 0,

ovvero α1, . . . , αn sono F-linearmente dipendenti.
Supponiamo per assurdo che esista j tale che cj ̸∈ F = EG. Per la definizione di sottocam-
po invariante, segue che esiste σk ∈ G tale che σkcj ̸= cj. Se al sistema lineare sostituisco
le soluzioni cj e applico ad ogni riga σk, ottengo:

σk ◦ σ1(α1)σk(c1) + . . .+ σk ◦ σ1(αn)σk(cn) = 0

...
σk ◦ σm(α1)σk(c1) + . . .+ σk ◦ σm(αn)σk(cn) = 0

D’altronde G = {σ1, . . . , σm} = {σkσ1, . . . , σkσm}, per cui abbiamo ottenuto uno scambio
delle equazioni del sistema lineare. Inoltre

(
σk(c1), . . . , σk(cn)

)
è ancora una soluzione e

pertanto lo è anche (
σk(c1) − c1, . . . , σk(ck) − ck, . . . , σk(cn) − cn

)
,

dove

σk(c1) = c1 =⇒ σk(c1) − c1 = 0 e σk(ck) ̸= ck =⇒ σk(ck) − ck ̸= 0.

Per cui abbiamo trovato un’altra soluzione del sistema che è non nulla ed ha uno zero
in più della soluzione presa in ipotesi. Ciò è assurdo per la minimalità della soluzione
c1, . . . , cn, da cui segue che c1, . . . , cn ∈ F che implica la tesi.

Corollario. Se G è un sottogruppo finito di Aut(E) allora

Aut(E/EG) = G.
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Dimostrazione. Dalle definizioni di sottocampo invariante e gruppo di automorfismi

EG = { α ∈ E | σα = α, ∀ σ ∈ G } ,

Aut(E/EG) =
{
σ ∈ Aut(E)

∣∣ σα = α, ∀ α ∈ EG
}
.

Per cui è ovvio che Aut(E/EG) ⊇ G, da cui

#G ⩽ #Aut(E/EG).

Ora per il lemma di Artin [E : EG] ⩽ #G. Inoltre per un vecchio corollario avremo
#Aut(E/EG) ⩽ [E : EG]. Quindi

[E : EG] ⩽ #G ⩽ #Aut(E/EG) ⩽ [E : EG],

da cui #G = #Aut(E/EG) che implica la tesi.

3.2 estensioni separabili , normali e di
galois

Definizione 3.6 – Estensione separabile
Un’estensione E/F si dice separabile se il polinomio minimo fα(X) ∈ F[X] di ogni
elemento α ∈ E è separabile.

Osservazione. Quindi un’estensione E/F è separabile se ogni polinomio irriducibile
in F[X], avente una radice in E, è separabile. Viceversa è non separabile se F è non
perfetto, in particolare ha caratteristica p, e vi è un elemento α ∈ E il cui polinomio
minimo è della forma g(Xp), con g ∈ F[X].

Esempio. Fp(T) è un’estensione non separabile di Fp(T
p).

Definizione 3.7 – Estensione normale
Un’estensione E/F si dice normale se il polinomio minimo fα(X) ∈ F[X] di ogni
elemento α ∈ E si spezza in E[X].

Osservazione. Quindi un’estensione E/F è normale se ogni polinomio irriducibile in
F[X], avente una radice in E, si spezza in E[X].

Osservazione. Sia f un polinomio irriducibile di grado m in F[X]. Se f ha una radice
in E, allora

E/F separabile =⇒ radici di f distinte
E/F normale =⇒ f si spezza in E

}
=⇒ f ha m radici distinte in E.

Quindi E/F è normale e separabile se e soltanto se, per ogni α ∈ E, il polinomio
minimo di α ha deg fα radici distinte in E.
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Esempio. Q[ 3
√
2]/Q è un’estensione separabile ma non normale. Infatti X3 − 2 non

si spezza su Q[ 3
√
2].

Esempio. Il campo Fp(T) è normale ma non separabile su Fp(T
p). Infatti il

polinomio minimo di T è Xp − Tp che non è separabile.

Teorema 3.8 – Caratterizzazione delle estensioni Galois
Sia E/F un’estensione qualsiasi. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1. E = Ff con f ∈ F[X] separabile.

2. F = EG con G ⩽ Aut(E) finito.

3. E/F è finita, normale e separabile.

4. E/F è finita e F = EAut(E/F).

Dimostrazione. 1 =⇒ 4Se E = Ff allora E è algebrico e finitamente generato, in particolare E è
finito. Resta da dimostrare che F = EAut(E/F).
Poniamo F ′ = EAut(E/F) ⊇ F. Siccome E = Ff posso pensare f(X) ∈ F ′[X], in particolare
avremo F ′f = E. Per la teorema 3.2 avremo

[E : F ′] = #Aut(E/F ′) e [E : F] = #Aut(E/F).

Ora Aut(E/F) è finito, quindi per il corollario di Artin

Aut(E/F ′) = Aut(E/EAut(E/F)) = Aut(E/F).

4 =⇒ 2Per un corollario precedente sappiamo che #Aut(E/F) ⩽ [E : F] che è finito per ipotesi.
Quindi la tesi è un banale caso particolare.

2 =⇒ 3Per ipotesi F = EG, quindi dal lemma di Artin otteniamo che

[E : F] ⩽ #G <∞.
Sia ora α ∈ E, dobbiamo mostrare che fα ha deg fα radici distinte in E. Consideriamo
l’orbita di α sotto G:

αG = { σα | σ ∈ G } = {α1, α2, . . . , αm} possiamo supporre
α1 = α poichè
id ∈ Gdove αG ⊆ E poiché σ sono tutti automorfismi di E. Inoltre m ⩽ #G. Definiamo

g(X) =

m∏
j=1

(X− αj) =
∏

β∈αG

(X− β).

Dimostriamo che g(X) = fα(X) ∈ F[X]. Per definizione

g(X) = Xm + c1X
m−1 + . . .+ cm,

dove
c1 = −(α1 + . . .+ αm) e cm = (−1)mα1 · . . . · αm,

e, in generale, cj = (−1)jσj(α1, . . . , αm), dove σj è la j-esima funzione simmetrica
elementare. Osserviamo che, per ogni σ ∈ G, si ha

σ(c1) = −
(
σ(α1) + . . .+ σ(αm)

)
= −(α1 + . . .+ αm) = c1,
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infatti αG → αG, αj 7→ σ(αj) è una permutazione dell’orbita. In generale avremo σ(cj) =
cj per ogni σ ∈ G. Ciò significa che c1, . . . , cm sono fissati da ogni elemento di G, ovvero
c1, . . . , cm ∈ EG = F. In particolare

g(X) ∈ F[X].

D’altronde α1 = α ci dice che α è una radice di g, pertanto fα(X) | g(X). Inoltre, per
ogni σ ∈ G,

fα(αj) = fα
(
σ(α)

)
= σ

(
fα(α)

)
= 0,

in quanto σ ∈ Aut(E/F). Per cui

g(X) | fα(X) =⇒ g(X) = fα(X).

3 =⇒ 1 E/F è finita, quindi E = F[α1, . . . , αm]. Sia f = mcm(fα1
, . . . , fαm

). Segue che f è separa-
bile e E è il campo di spezzamento di f. Mostriamo che Ff = F[α1, . . . , αm]. Chiaramente
Ff ⊇ F[α1, . . . , αm]. L’altra inclusione segue da E/F normale e pertanto tutte le radici di
f sono in E.

Definizione 3.9 – Estensione Galois
Un’estensione finita E/F si dice Galois se soddisfa una delle condizioni equivalenti del
teorema precedente.

Notazione. Se E/F è Galois scriviamo

Gal(E/F) := Aut(E/F).

Proprietà 3.10. Sia E/F Galois. Se G = Gal(E/F) allora

fα(X) =
∏

β∈αG

(X− β)

per ogni α ∈ E.

Dimostrazione. Segue dal passo (2) =⇒ (3) del teorema precedente.

Esempio. E = Q[
√
2,
√
3] è Galois in quanto E = Qf con f(X) = (X2 − 2)(X2 − 3).

In quanto campo di spezzamento Gal(E/Q) ha [E : Q] = 4 elementi. Nello specifico:

σ1 = id; σ2 =

(√
3 7→ −

√
3

√
2 7→

√
2

)
; σ3 =

(√
3 7→

√
3

√
2 7→ −

√
2

)
; σ4 =

(√
3 7→ −

√
3

√
2 7→ −

√
2

)
.

Avevamo infatti già osservato che Gal(E/Q) ∼= V il gruppo di Klein.
Vorremmo calcolare il polinomio minimo di

√
3 e
√
3+
√
2. Applichiamo la proprietà:

(
√
3)G = {

√
3,−
√
3} =⇒ f√3(X) = (X−

√
3)(X+

√
3) = X2 − 3

(
√
3+
√
2)G = {±

√
3±
√
2,±
√
3∓
√
2},

da cui

f√3+
√
2(X) = (X−

√
3−
√
2)(X−

√
3+
√
2)(X+

√
3−
√
2)(X+

√
3+
√
2)

= X4 − 10X2 + 1.
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Definizione 3.11 – Orbita di un elemento
Se G è un gruppo che agisce sull’insieme E, per ogni α ∈ E, si definisce l’orbita di α
sotto G, come

αG = { σα | σ ∈ G }

Notazione. Se E/F è Galois e α ∈ E. Posto G = Gal(E/F), gli elementi di αG si
definiscono coniugati di α.

Definizione 3.12 – Chiusura di Galois
Sia E/F un’estensione finita. E si definisce chiusura di Galois di E se

• E/F è Galois;

• E è minimale, ovvero per ogni campo intermedio E ⊃ L ⊇ F, L/F non è Galois.

Osservazione. Se E/F è finita e separabile, esiste sempre la chiusura di Galois E di
E. Infatti se E = F[α1, . . . , αm], è sufficiente prendere f = mcm(fα1

, . . . , fαm
) che è

separabile, così da avere E = Ff. Infatti Ff ⊇ E ed è Galois su F.

Esempio. E = Q[ 3
√
2] è finita e separabile su Q. Per ottenere la chiusura di Galois

di E, è sufficiente prendere il campo di spezzamento di X3 − 2, ovverto Q[ 3
√
2,w].

Proprietà 3.13. La chiusura di Galois di E/F è unica a meno di isomorfismi.

Proprietà 3.14. Se E/F è Galois e E ⊇M ⊇ F. Allora E/M è Galois.

Dimostrazione. Supponiamo che E/F sia Galois. Per la caratterizzazione, E = Ff con
f ∈ F[X] separabile. In particolare, se consideriamo f in M[X], avremo E = Mf, dove
f ∈M[X] rimane ancora separabile. Per cui E/M è Galois.

Osservazione. In generale non è però vero che M/F è Galois. Ad esempio se conside-
riamo Q[ 3

√
2,w] ⊇ Q[ 3

√
2] ⊇ Q, abbiamo che Q[ 3

√
2,w] è Galois su Q e Q[ 3

√
2]. Ma

Q[ 3
√
2]/Q non lo è.

3.3 teorema fondamentale della
corrispondenza di galois
In questo paragrafo tratteremo il teorema di Galois, andando poi a dimostrarne le principali
conseguenze.
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Teorema 3.15 – fondamentale della corrispondenza di Galois
Sia E/F Galois e sia G = Gal(E/F). Allora le mappe

H 7−→ EH e M 7−→ Gal(E/M),

sono biezioni, l’una l’inversa dell’altra, tra l’insieme dei sottogruppi di G e quello
dei campi intermedi fra E ed F:

{H | H ⩽ G }←→ {M | F ⊆M ⊆ E }

Dimostrazione. É Sufficiente mostrare che la composizione delle mappa costituisce l’iden-
tità per i rispettivi insiemi. H = Gal(E/EH) segue dal corollario di Artin in quanto G è
finito. Viceversa, M = EGal(E/M) segue da

E/F Galois =⇒ E/M Galois,

quindi, per la quarta proprietà della caratterizzazione,

M = EAut(E/M) = EGal(E/M).

Proprietà 3.16 (Inversione dell’inclusione tramite la corrispondenza). Se H1, H2 ⩽
G allora

H1 ⊆ H2 ⇐⇒ EH1 ⊇ EH2 .

Dimostrazione. Per definizione

EH1 = { α ∈ E | σα = α, ∀ σ ∈ H1 } e EH2 = { α ∈ E | σα = α, ∀ σ ∈ H2 } .

Quindi se H1 ⊆ H2, chiaramente EH1 ⊇ EH2 . Viceversa se EH1 ⊇ EH2 , segue
immediatamente che Gal(E/EH2) ⊇ Gal(E/EH1). Per il corollario di Artin

Gal(E/EH2) = H2 e Gal(E/EH1) = H1.

Quindi H2 ⊇ H1.

Osservazione. Chiaramente, per la corrispondenza, vale anche il viceversa. Ovvero se
F ⊆M1,M2 ⊆ E, allora

M1 ⊆M2 ⇐⇒ Gal(E/M1) ⊇ Gal(E/M2).

Proprietà 3.17 (Conservazione degli indici). Se H1, H2 ⩽ G e H1 ⊆ H2, allora

[H2 : H1] = [EH1 : EH2 ].

Dimostrazione. Per il corollario di Artin H2 = Gal(E/EH2), da cui

|H2| = #Gal(E/EH2) = [E : EH2 ] = [E : EH1 ][EH1 : EH2 ].

D’altronde, dal teorema di Lagrange della teoria dei gruppi

|H2| = |H1|[H2 : H1],
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dove |H1| = [E : EH1 ] ancora per il corollario di Artin. Da ciò segue immediatamente

[E : EH1 ][EH1 : EH2 ] = [E : EH1 ][H2 : H1] =⇒ [EH1 : EH2 ] = [H2 : H1].

Osservazione. Anche in questo caso vale il viceversa. Se F ⊆M1,M2 ⊆ E eM1 ⊆M2,
allora

[M2 :M1] =
[
Gal(E/M1) : Gal(E/M2)

]
.

Esempio. In esempi precedenti abbiamo mostrato che Q[ 3
√
2,w]/Q è Galois e

Gal(Q[ 3
√
2,w]/Q) ∼= S3. Sappiamo che il reticolo di S3 è il seguente

S3

⟨(1, 2)⟩ ⟨(1, 3)⟩ ⟨(2, 3)⟩ ⟨(1, 2, 3)⟩

(1)

3

3 3

2

2

2 2

3

il teorema di corrispondenza ci permette di dedurre

Q

Q(w2 3
√
2) Q(w 3

√
2) Q( 3

√
2) Q(

√
−3)

Q( 3
√
2,
√
−3)

3
3 3

2

2

2 2

3

Infatti anche se in principio riconoscevamo solo Q[ 3
√
2], la teoria ci dice che vi sono

altre due sottocampi di grado 3 su Q. D’altronde sappiamo che se σ ∈ G e F ⊆M ⊆ E,
allora

σM = { σ(γ) | γ ∈M } ,

che si chiama sottocampo coniugato a M. Ora M è isomorfo σM tramite γ 7→ σ(γ).
Quindi per trovare gli alti due sottocampi, ci basta studiare i coniugati di Q[ 3

√
2].

Tali coniugati sono proprio definiti dai coniugati di 3
√
2, per cui avremo

Q[w
3
√
2] e Q[w2 3

√
2].

Osserviamo che non è possibile dire con precisione a chi corrisponde ⟨(1, 2)⟩, poiché
esso risente della rappresentazione scelta per S3.
D’altra parte sappiamo con esattezza che ⟨(1, 2, 3)⟩ corrisponde a Q[w] e possiamo
osservare una proprietà interessante:

⟨(1, 2, 3)⟩ = A3 ⊴ S3

e infatti Q[w] è normale su Q.

Proprietà 3.18 (Invariante del coniugato). Per ogni σ ∈ G e per ogni H ⩽ G vale

EσHσ−1

= σEH.
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Dimostrazione. Per definizione

EσHσ−1

=
{
α ∈ E

∣∣ στσ−1(α) = α, ∀ τ ∈ H
}
,

σEH = { σα ∈ E | τ(α) = α, ∀ τ ∈ H } .

Si mostra facilmente che

τα = α ⇐⇒ (στσ−1)
(
σ(α)

)
= σ(α).

Quindi

β ∈ EσHσ−1 ⇐⇒ στσ−1(β) = β ⇐⇒ τ
(
σ−1(β)

)
= σ−1(β)σ−1(β) = α

⇐⇒ τα = α ⇐⇒ α ∈ EH

⇐⇒ β = σα ∈ σEH.

Osservazione. Chiaramente vale anche il viceversa. Se σ ∈ G e F ⊆M ⊆ E, allora

σGal(E/M)σ−1 = Gal(E/σM).

Proprietà 3.19 (Conservazione della normalità). N è normale in G se e soltanto se
EN/F è normale.

Dimostrazione. Per definizione

N ⊴ G ⇐⇒ σnσ−1 ∈ N, ∀ n ∈ N ∀ σ ∈ G ⇐⇒ σNσ−1 = N.

Mentre EN/F è normale se il polinomio minimo fα(X) di ogni α ∈ EN si spezza in EN.
Quindi se

fα(X) =

deg fα∏
j=1

(X− αj) =⇒ α1, . . . , αdeg fα ∈ EN.

D’altronde esisterà σ ∈ Gal(E/F) tale che αj = σ(α). Quindi EN/F è normale se e soltanto
se

σα ∈ EN, ∀ α ∈ En ∀ σ ∈ G ⇐⇒ σEN = EN.

DA FINIRE!!!

Osservazione. Se EN/F è normale è necessariamente Galois. In generale sappiamo che
se F ⊆M ⊆ E e E/F è Galois, non è necessariamente vero che M/F lo sia. D’altronde
se E/F è separabile lo è anche M/F. Quindi EN/F è Galois per la caratterizzazione in
quanto finito, normale e separabile.

Osservazione. Se EN/F è normale, e quindi Galois, vale

Gal(EN/F) ∼=
G

N
.

L’identità fra gli ordine è facile da dedurre, infatti

#G = #Gal(E/F) = [E : F] = [E : EN][EN : F] = #N#Gal(EN/F),

da cui
#Gal(EN/F) =

#G

#N
= #

G

N
.
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Proprietà 3.20 (Invariante dell’intersezione di sottogruppi). Se H1, H2 ⩽ G, allora

EH1∩H2 = EH1EH2 .

Dimostrazione. H1 ∩ H2 è per definizione il più grande sottogruppo contenuto in H1 e
H2. Il teorema ci dice che vi è un’anti-corrispondenza fra i sottogruppi di G e i campi
intermedi di E/F. Pertanto EH1∩H2 deve essere il più piccolo sottocampo che contiene
EH1 e EH2 , ovvero EH1EH2 .

Osservazione. In generale vale

EH1∩...∩Hn = EH1 · . . . · EHn .

Proprietà 3.21 (Corrispondenza del normalizzatore). Sia H ⩽ G, allora⋂
σ∈G

σHσ−1 corrisponde a
∏
σ∈G

σEH.

Dimostrazione. Per definizione il normalizzatore di H in G

nHG =
⋂
σ∈G

σHσ−1

è il più grande sottogruppo normale di G contenuto in H. Nuovamente, poiché il teo-
rema inverte l’ordine nella corrispondenza, nHG dovrà corrispondenre alla più piccola
estensione normale di F che contiene EH, ovvero∏

σ∈G

σEH.

Notazione. La composizione ∏
σ∈G

σEH

viene detta chiusura normale, o Galois, di EH e si denota con EH.



4 C A LC O LO D E I G R U P P I D I
G A LO I S
4.1 campi ciclotomici
In questo paragrafo studieremo il gruppo di Galois di Q[ζm], dimostrando in particolare che

U(Z/mZ) ∼= Gal(Q[ζm] : Q) tramite a 7→ σa(ζm) = zam.

Infine studieremo alcuni casi particolari.
Come prima cosa elenchiamo alcune proprietà, molte delle quali già note, riguardo a Q[ζm]

che saranno utili alla nostra tesi.
Da ora in avanti faremo uso di queste notazioni:

ζ = ζm = ei
2π
m e G = Gal(Q[ζ]/Q).

Proprietà 4.1. Q[ζ]/Q è un’estensione di Galois.

Dimostrazione. Per la caratterizzazione delle estensioni di Galois, infatti Q[ζ] è il campo
di spezzamento di

Xm − 1 ∈ Q[X].

Proprietà 4.2. Xm − 1 è separabile.

Dimostrazione. Sia f(X) = Xm−1. Sappiamo dalla caratterizzazione delle radici multiple
che se f non fosse semplice si avrebbe

(f, f ′) ̸= 1.

D’altronde f ′(X) = nXn−1 e 0 non è una radice di f, quindi (f, f ′) = 1.

Proprietà 4.3. La mappa

U(Z/mZ) −→ Gal(Q[ζ]/Q), k 7−→ σk : ζ 7→ ζk

è un omomorfismo iniettivo di gruppi.

Dimostrazione. Mostriamo che è un omomorfismo: siano a, b ∈ U(Z/mZ), avremo

σa ◦ σb(ζ) = σa(ζb) = ζb·a = σab(ζ).

Quindi le operazioni vengono conservate. Per cui, dal momento che k 7→ σk è ben definito,
abbiamo un omomorfismo di gruppi.
Per dimostrare che è iniettivo, mostriamo che il nucleo è banale:

σk(ζ) = ζ ⇐⇒ ζk = ζ ⇐⇒ k = 1

in quanto k ∈ U(Z/mZ) implica (k,m) = 1. Quindi l’omomorfismo è iniettivo.
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Osservazione. Per dimostrare che è suriettivo, ho bisogno di dimostrare che

Gal(Q[ζ]/Q) = φ(m).

Proprietà 4.4. Vale la seguente identità:

Xm − 1 =
∏
d|m

Φd(X) dove Φd(X) =

d∏
k=1

(k,d)=1

(X− ζmd ).

Dimostrazione. Sappiamo che le radici di Xm − 1 sono le ζk con k = 1, . . . ,m. Quindi

Xm − 1 =

m∏
k=1

(X− ζk) =
∏
d|m

m∏
k=1

(k,m)=d

(X− ζk) =
∏
d|m

Φm
d
(X),

dove

Φm
d
(X) =

m∏
k=1

(k,m)=d

(X− ζk) =

m∏
k=1

( k
d
,m
d )=1

(X− ζk) =

m/d∏
j=1

(j,m/d)=1

(X− ζjd). posto j = k/d

Ora se
ζ = ζm = ei

2π
m =⇒ ζd = ei

2π
m

d = ζm
d
.

Quindi

Φn
d
(X) =

m/d∏
j=1

(j,m/d)=1

(X− ζjd).

Inoltre, poiché d | m =⇒ m/d | m, avremo

Xm − 1 =
∏
d|m

Φm
d
(X) =

∏
d|m

Φd(X),

dove

Φd(X) =

d∏
j=1

(j,d)=1

(X− ζjd).

Proprietà 4.5. Il polinomio Φm(X) è a coefficienti interi ed è irriducibile.

Dimostrazione. Per mostrare che Φm(X) ∈ Z[X], è sufficiente mostrare che ha coefficienti
razionali. Infatti, dalla proprietà precedente,

Xm − 1 =
∏
d|m

Φd(X),

dove Xm − 1 ∈ Z[X] monico, quindi per la teorema 1.22 ogni suo fattore a coefficienti
razionali è a coefficienti interi. Mostriamolo per induzione:

• Φ1(X) = X− 1 ha coefficienti interi.

• Assumiamo che Φd(X) ∈ Q[X] per ogni d < n, segue

Φm(X) =
Xm − 1∏m
d|m
d<m

Φd(X)
∈ Q[X]
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in quanto rapporto di polinomi a coefficienti razionali.

Mostriamo ora che è irriducibile. Per definizione

Φm(X) =

m∏
k=1

(k,m)=1

(X− ζm)

noi vorremmo dimostrare che Φm = fζ. Osserviamo che

fζ(X) =
∏
σ∈G

(
X− σ(ζ)

)
.

D’altronde
σ(ζ) = ζk e σ−1(ζ) = zk

′
,

quindi ζ = σ ◦ σ−1(ζ) = ζkk′ , da cui k k ′ ≡m 1. Ovvero

(k,m) = 1.

Questo significa che le radici di fζ sono della forma ζk con (k,m) = 1, da cui

fζ | Φm.

Resta da mostrare il viceversa. Per farlo possiamo verificare che se (k,m) = 1 allora

fζ(α) = 0 =⇒ fζ(α
k) = 0.

In tal caso tutte le radici di Φm sarebbero radici di fζ, che implicherebbe Φm | fζ. Noi
dimostreremo che per ogni p primo tale che (p,m) = 1 si ha

fζ(α) = 0 =⇒ fζ(α
p) = 0,

da cui, preso k = p1 · . . . · ps, avremo

fζ(α) = 0 =⇒ fζ(α
p1) = 0 =⇒ fζ(α

p1p2) = 0 =⇒ . . . =⇒ f(αk) = 0.

Sia fζ(α) = 0, supponiamo per assurdo che p sia un primo tale che f(αp) ̸= 0. Da fζ | Φm

segue Φm(X) = fζ(X)g(X). Inoltre per la definizione di Φm si ha necessariamente

Φm(α) = 0 =⇒ Φm(αp) = 0.

Quindi
0 = Φm(αp) = fζ(α

p)g(αp) =⇒ g(αp) = 0.

Ciò significa che fζ ha una radice in comune con g(Xp), da cui(
fζ(X), g(X

p)
)
̸= 1.

Se prendiamo le classi di equivalenza modulo p, fζ(X), g(Xp) ∈ Fp[X], allora(
fζ(X), g(Xp)

)
̸= 1.

Ma, modulo p, g(Xp) =
(
g(X)

)p. Quindi fζ(X) e g(X) hanno una radice in comune
modulo p. Da

fζ(X)g(X) = Φm(X)

segue che Φm(X) ha una radice doppia modulo p. In particolare Φm(X) è un fattore di
Xm−1, quindi anche quest’ultimo avrà una radice doppia modulo p. Ciò è assurdo poiché
abbiamo visto nella teorema 4.2 che Xm−1 è separabile. Quindi Φm(X) è irriducibile
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Proprietà 4.6. Il grado di Q[ζ]/Q è φ(m).

Dimostrazione. In quanto estensione algebrica semplice, avremo[
Q[ζ] : Q

]
= deg fζ.

Nella proprietà precedente abbiamo dimostrato che fζ = Φm. Per definizione

Φm(X) =

m∏
k=1

(k,m)=1

(X− ζk).

Quindi è chiaro che degΦm = φ(m), da cui la tesi.

Teorema 4.7 – Gruppo di Galois dei campi ciclotomici
Il gruppo di Galois dei campi ciclotomici Gal

(
Q[ζm]/Q

)
è isomorfo a U(Z/mZ),

tramite
U(Z/mZ) −→ Gal(Q[ζ]/Q), k 7−→ σk : ζ 7→ ζk.

Dimostrazione. Sappiamo dalla teorema 4.3 che la mappa dell’ipotesi, è un omomorfismo
iniettivo fra U(Z/mZ) e Gal

(
Q[ζm]/ζ

)
. Inoltre

#Gal
(
Q[ζm]/Q

)
=
[
Q[ζm] : Q

]
,

dove
[
Q[ζm] : Q

]
= φ(m) per la proprietà precedente. Quindi U(Z/mZ) e

Gal
(
Q[ζm]/ζ

)
hanno lo stesso numero di elementi. Ne segue che l’omomorfismo iniettivo

è necessariamente un isomorfismo.

Osservazione. Riepiloghiamo quanto visto finora. Posto Kn = Q[ζ], ζ = e
2πi
n , Kn è il

campo di spezzamento di Xn − 1. Quindi Kn è Galois poiché Xn − 1 è separabile.
É un’estensione abeliana, infatti

Gal(Kn/Q) ∼= U(Z/nZ) = { k ∈ {1, . . . , n} | (k, n) = 1 } .

Inoltre
[Kn : Q] = #Gal(Kn/Q) = φ(n).

In generale se n = pα1

1 · . . . · pαs
s , si ha il seguente reticolo:

Q[ζn]

Q(ζpα1
1

) . . . . . . Q(ζpαs
s

)

Q
φ(p

α1
1 ) φ(pαs

s )

φ(n)

Esercizio 4.1. Si determini il campo di Galois di Q[ζ8]/Q e il corrispondente reticolo
dei sottocampi.
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Soluzione. Osserviamo che

ζ8 = cos
π

4
+ i sin

π

4
=

√
2

2
(1+ i).

Inoltre ζ28 = ζ4 = i, quindi si mostra facilmente che

Q[z8] = Q[
√
2, i].

Possiamo quindi scrivere gli elementi di Gal
(
Q[ζ8]/Q

)
tramite le immagini dei generatori:

σ0 = id; σ1 =

(√
2 7→ −

√
2

i 7→ i

)
; σ2 =

(√
2 7→

√
2

i 7→ −i

)
; σ1 ◦ σ2 =

(√
2 7→ −

√
2

i 7→ −i

)
.

D’altronde, grazie alla teoria sviluppata in questo paragrafo, abbiamo un altro modo per
esprimere questi elementi. Sappiamo infatti che

Gal
(
Q[ζ8]/Q

)
∼= U(Z/8Z) = {±1,±3},

che inducono i seguenti automorfismi:

τ0 : ζ8 7→ ζ8; τ1 : ζ8 7→ ζ−1
8 ; τ2 : ζ8 7→ ζ38; τ1 ◦ τ2 : ζ8 7→ ζ−3

8 .

Cerchiamo di dare una corrispondenza fra le due scritture:

• chiaramente σ0 = τ0 = id.

• τ1 : ζ8 7→ ζ−1
8 , dove

ζ−1
8 =

√
2

2
− i

√
2

2
=⇒

√
2

2
(1+ i) 7→

√
2

2
(1− i).

Quindi τ1 = σ2.

• τ2 : ζ8 7→ ζ38, dove

ζ38 = −

√
2

2
+ i

√
2

2
=⇒

√
2

2
(1+ i) 7→

√
2

2
(−1+ i).

Quindi τ2 = σ1.

• Dai punti precedenti segue immediatamente che τ1 ◦ τ2 = σ1 ◦ σ2.

Esercizio 4.2. Si determini il gruppo di Galois di K7 = Q[ζ7].

Soluzione. Sappiamo

Gal(K7/Q) ∼= U(Z/7Z) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ∼= Z/6Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Osserviamo che in generale è più comodo lavorare con U(Z/7Z) in quanto costituisce un
gruppo moltiplicativo, tale struttura si avvicina di più a quella del gruppo di automorfisimi.

I generatori di U(Z/7Z) e Z/6Z sono rispettivamente 3 e 1. Quindi l’isomorfismo fra i due
gruppi si costruisce con la mappa 1 7→ 3.

Ricordiamo dalla teoria dei gruppi che i sottogruppi di un gruppo ciclico sono in corrispon-
denza biunivoca con i divisori dell’ordine. In Z/6Z i divisori dell’ordine sono 6, 3, 2, 1 a cui
corrispondono

⟨1⟩ = Z/6Z; ⟨2⟩; ⟨3⟩; ⟨0⟩.
I corrispondenti del gruppo di Galois, in vista dell’isomorfismo

Z/6Z −→ U(Z/7Z) :

1 7−→ 3

2 7−→ 2

3 7−→ 6

4 7−→ 4

5 7−→ 5

0 7−→ 1
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sono determinati da

⟨1⟩ ←→ ⟨σ3⟩ =
{
σ3k : K7 → K7, ζ7 7→ ζ3

k

7

}
= Gal(K7/Q);

⟨2⟩ ←→ ⟨σ2⟩ = {σ2, σ4, σ1 = id};

⟨3⟩ ←→ ⟨σ6⟩ = {σ6, σ1 = id};

⟨0⟩ ←→ ⟨σ1⟩ = {σ1 = id}.

Per il Teorema Fondamentale della Corrispondenza di Galois, avremo una corrispondenza
con i sottocampi di K7. I corrispondenti banali sono

⟨σ3⟩ = G←→ K
Gal(K7/Q)
7 = Q;

⟨σ1⟩ = {id}←→ K
{id}
7 = K7.

Consideriamo ora il corrispondente di ⟨σ6⟩:

⟨σ6⟩ = ⟨σ−1⟩ ←→ K
⟨σ−1⟩
7 = { α ∈ K7 | σ−1(α) = α } = { α ∈ K7 | α = α } = K7 ∩ R.

Abbiamo già visto in esempi precedenti che K7 ∩ R = Q[cos 2π/7]. Infine

⟨σ2⟩ ←→ K
⟨σ2⟩
7 = { α ∈ K7 | σ2(α) = α } .

Cerchiamo di determinare esplicitamente K⟨σ2⟩
7 . Per prima cosa osserviamo che K⟨σ2⟩

7 /Q è
Galois in quanto ⟨σ2⟩ ◁ G e ciò è sempre vero nei campi ciclotomici poiché G è abeliano.
Inoltre

[K
⟨σ2⟩
7 : Q] =

[K7 : Q]

[K7 : K
⟨σ2⟩
7 ]

=
6

#⟨σ2⟩
= 2,

quindi K⟨σ2⟩
7 è un’estensione quadratica di Q. Definiamo

η =
∑

σ∈⟨σ2⟩

σ(ζ7) = σ2(ζ) + σ4(ζ) + σ8(ζ) = ζ
2 + ζ4 + ζ.

Osserviamo che σ2(η) = η, quindi Q[η] ⊆ K⟨σ2⟩
7 . Ora

Q ⊆ Q[η] ⊆ K⟨σ2⟩
7 dove [K

⟨σ2⟩
7 : Q] = 2.

Quindi se dimostriamo che Q[η] ̸= Q segue necessariamente Q[η] = K
⟨σ2⟩
7 . Per prima cosa

troviamo il polinomio minimo di η sfruttando la teorema 3.10:

ηG =
{
η, σ2(η), σ3(η), σ4(η), σ5(η), σ6(η)

}
= {η, σ3(η)} = {ζ+ ζ2 + ζ4, ζ3 + ζ5 + ζ6}.

Quindi
fη(X) =

(
X− η

)(
X− σ3(η)

)
= X2 −

(
η+ σ3(η)

)
X+ ησ3(η),

dove

η+ σ3(η) = ζ+ ζ
2 + ζ3 + ζ4 + ζ5 + ζ6 = −1;

ησ3(η) = (ζ+ ζ2 + ζ4)(ζ3 + ζ5 + ζ6) = ζ4 + ζ6 + 1+ ζ5 + 1+ ζ+ 1+ ζ2 + ζ3 = 2.

Per cui
fη(X) = x

2 + x+ 2 =⇒ η, σ3(η) = −
1

2
± 1
2

√
−7.

Concludendo Q[η] = Q[
√
−7] ̸= Q, quindi Q[K

⟨σ2⟩
7 ] = Q[

√
−7].

Osservazione. In generale se consideriamo Q[ζp] con p ⩾ 3, avremo sempre che

Gal
(
Q[ζp]/Q

)
∼= U(Z/pZ) = F∗

p
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che è ciclico. Quindi ha un sottogruppo per ogni divisore dell’ordine. Per il TFCG i
sottocampi sono in corrispondenza biunivoca con i divisori di φ(p) = p− 1.
In particolare avremo sempre

Q
[
cos

2π

p

]
di grado

p− 1

2
e Q

[√
(−1)

p−1
2 p

]
di grado 2.

Proprietà 4.8. Sia p primo, allora vale la seguente identità

DΦp
= −pp−2.

Dimostrazione. Per definizione di discriminante

Df =
∏
i<j

(αi − αj)
2 dove αi, αj sono radici di f.

É possibile dimostrare la seguente definizione equivalente:

Df =
∏
i<j

(αi − αj)
2 = (−1)

n(n−1)
2

n∏
j=1

f ′(αj).

Applicandola al discriminante di Φp(X), otteniamo

DΦp
= (−1)�

p(p−1)

2

p−1∏
k=1

Φ ′
p(ζ

k) = (−1)
p−1

2

p−1∏
k=1

Φ ′
p(ζ

k)la p come
esponente di (−1)

è ininfluente

.

Ora

Φ ′
p(X) =

pXp−1(X− 1) − (Xp − 1)

(X− 1)2
=⇒ Φ ′

p(ζ
k) = p (ζp−1)

k
(ζk − 1)

−1
.

Quindi

p−1∏
k=1

Φ ′
p(ζ

k) = pp−1(ζp−1)
∑p−1

k=1 k

(
p−1∏
k=1

(1− ζk)

)−1

(−1)
∑p−1

k=1 k

= pp−1 (ζp−1)
p(p−1)

2︸ ︷︷ ︸
=1

Φp(1)
−1︸ ︷︷ ︸

=p−1

(−1)�
p(p−1)

2

= (−1)
p−1
2 pp−2.

Da cui
DΦp

= (−1)
p−1

2 (−1)
p−1

2 pp−2

DA FINIRE PERCHE’ SBAGLIATO

Proposizione 4.9 – Sottocampi di Q[ζp]

Consideriamo Q[ζ], ζ = e
2πi
p e sia G = Gal

(
Q[ζ]/Q

)
. Per ogni H ⊆ G, sia

ηH =
∑
h∈H

ζh ∈ Q[ζ].

Allora Q[ζ]H = Q[ηH].
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Dimostrazione. Da questo momento faremo uso dell’isomorfismo canonico di G con
(Z/pZ)∗, rendendo di fatto indistinguibili di due gruppi tramite la mappa

k 7−→ σk : ζ 7→ ζk.

Per prima cosa osserviamo che

σk(ηH) =
∑
h∈H

ζkh, ∀ σk ∈ G.

Inoltre, per ogni k ∈ H si avrà σk(ηH) = ηH da cui Q[ηH] ⊆ Q[ζ]H. Quindi, per
dimostrare l’uguaglianza, basta mostrare che

[
Q[ηH] : Q

]
=
[
Q[ζ]H : Q

]
dove

[
Q[ζ]H : Q

]
=

[
Q[ζ] : Q

][
Q[ζ] : Q[ζ]H

] = #G

#H
,

ovvero che [
Q[ηH] : Q

]
=
[
(Z/pZ)∗ : H

]
.

Sfruttando l’espressione del polinomio minimo che abbiamo precedentemente dimostrato,
avremo che [

Q[ηH] : Q
]
= deg fηH

= #(ηH)
G.

Quindi il teorema si riduce a verificare che

#(ηH)
G = [G : H].

Se y ∈ (Z/pZ)∗ definiamo il seguente periodo:

ηyH =
∑
h∈H

ζyh.

In altre parole ηyH = σy(ηH). Osserviamo che, presi y1, y2 ∈ (Z/pZ)∗, se y1H = y2H,
allora chiaramente ηy1H = ηy2H. Inoltre se y1H ̸= y2H, allora sosteniamo che

ηy1H ̸= ηy2H.

Ricordiamo che le classi laterali costituiscono una partizione per il gruppo, quindi

y1H ̸= ψ2H =⇒ y1H ∩ y2H = ∅.

Inoltre sappiamo che (1, ζ, . . . , ζp−2) è una Q-base di Q[ζ]. D’altronde anche
(ζ, ζ2, . . . , ζp−1) lo è. Infatti

Q[ζ] −→ Q[ζ], α 7−→ ζα

è un’applicazione lineare di Q-spazi vettoriali invertibile. Per cui

ηy1H − ηy2H =
∑
h∈H

ζy1H −
∑
h∈H

ζy2H ̸= 0

proprio perché (ζ, ζ2, . . . , ζp−1) è una base.
Infine

(ηH)
G = { σkηh | k ∈ (Z/pZ)∗ } = { ηkH | k ∈ (Z/pZ)∗ } = { ηg1H, . . . , ηgsH } .

Da cui #(ηH)
G = [G : H] in quanto G/H = { g1H, . . . , gsH }.



56 calcolo dei gruppi di galois

Osservazione. In particolare vale

fηH
(X) =

s∏
j=1

(X− ηgjH).

Osservazione. Ricordiamo dalla definizione di classe laterale, che g1H = g2H ⇐⇒
g1g

−1
2 ∈ H. Quindi

# { y ∈ G | yH = kH } = # { kh | h ∈ H } = #H,

da cui ∏
k∈G

(X− ηkH) =

p−1∏
k=1

(X− ηkH) = fηH
(X)#H.

Proposizione 4.10 – Due sottocampi importanti di Q[ζp]

Sia G = Gal
(
Q[ζp]/Q

)
= (Z/pZ)∗. G è ciclico quindi G = ⟨g⟩. Allora

• Il sottocampo associato a ⟨gp−1
2 ⟩ è Q

[
cos 2π

p

]
.

• Il sottocampo associato a ⟨g2⟩ è Q
[√

(−1)
p−1
2 p

]
.

Dimostrazione. Dal momento che G = ⟨g⟩ è ciclico, sappiamo che ogni sottogruppo
H ⩽ G è del tipo

H = ⟨gd⟩ con d | p− 1.

Inoltre avremo #H = p−1
d

. Nel nostro caso ⟨gp−1
2 ⟩ ha 2 elementi. Ora ⟨gp−1

2 ⟩ = ⟨−1⟩,
quindi per la proposizione precedente, il sottocampo associato sarà

Q[ζp]
⟨−1⟩ = Q[η⟨−1⟩]

che sarà un’estensione di grado p−1
2

su Q. Infatti

Q[η⟨−1⟩] = Q[ζ+ ζ−1] = Q
[
cos

2π

p

]
.

Descriviamo ora il sottocampo associato a H = ⟨g2⟩. Sappiamo

#H =
p− 1

2
e ηH =

p−1
2∑

t=1

ζg
2t

.

Inoltre sappiamo che deg fη⟨g2⟩
= 2. Ora

σg(η⟨g2⟩) = ηg⟨g2⟩ =

p−1
2∑

k=1

ζg
2k+1

.

Da cui, come abbiamo visto nella prima osservazione alla proposizione,

fη⟨g2⟩
(X) = (X− η⟨g2⟩)(X− ηg⟨g2⟩) = X

2 − (η⟨g2⟩ + ηg⟨g2⟩)X+ η⟨g2⟩ηg⟨g2⟩.

Dove

η⟨g2⟩ + ηg⟨g2⟩ =

p−1
2∑

k=1

ζg
2k

+

p−1
2∑

k=1

ζg
2k+1

= ζ+ ζ2 + . . .+ ζp−1 = −1.
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Resta da calcolare η⟨g2⟩ηg⟨g2⟩ che sappiamo essere in Z. Per semplicità di notazione
scriviamo

η0 = η⟨g2⟩ e η1 = ηg⟨g2⟩.

Se riusciamo a determinare η0 − η1 = A, avremo{
η0 + η1 = −1

η0 − η1 = A
=⇒ η0 =

1

2
(−1+A), η1 =

1

2
(−1−A).

Ora

A = η0 − η1 =

p−1
2∑

k=1

ζg
2k

−

p−1
2∑

k=1

ζg
2k+1

=

p−1∑
j=1

εjζ
j,

dove

εj =

(
j

p

)
L

=

{
1 j = g2k

−1 j = g2k+1

è il simbolo di Legendre. guardare gli
appundi di TN410
per alcune
proprietà sul
simbolo di
Legendre

Tramite alcune manipolazioni algebriche che sfruttano le
proprietà del simbolo di Legendre, si può dimostrare che

A2 =

(
−1

p

)
L

p.

Da cui
A = ±

√
(−1)

p−1
2 p =⇒ η0, η1 =

1

2

(
1±

√
(−1)

p−1
2 p

)
Che ci dice proprio Q[η0] = Q

[√
(−1)

p−1
2 p

]
.

4.2 gruppo transitivo di un polinomio
Nei prossimi paragrafi f(X) ∈ F[X] sarà sempre monico e separabile.

Se f ∈ F[X] separabile, allora il suo campo di spezzamento Ff è Galois su F. In particolare
se

f(X) =

n∏
j=1

(X− αj), con α1, . . . , αn ∈ Ff,

preso
β =

∏
i<j

(αi − αj),

certamente β ∈ Ff, inoltre β2 = Df. Quindi

F ⊆ F[
√
Df] ⊆ Ff,

dove F[
√
Df]/F è quadratica se Df non è un quadrato perfetto, altrimenti F[

√
Df] = F.

Definizione 4.11 – Gruppo di Galois di un polinomio
Sia f ∈ F[X] un polinomio separabile. Definiamo il gruppo di Galois di f come il
gruppo di Galois di Ff/F:

Gal(f) := Gal(Ff/F).

Proposizione 4.12
Sia E/F un’estensione di Galois. Dove E = Ff con f ∈ F[X], n = deg f. Allora

Gal(f) ≲ Sn.
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Dimostrazione. Supponiamo che

f(X) = (X− α1)(X− α2) · . . . · (X− αn) =⇒ E = Ff = F[α1, . . . , αn].

Vogliamo dimostrare che

Gal(f) −→ Sym
(
{α1, . . . , αn}

)
∼= Sn, σ 7−→

(
α1 . . . αn

σ(α1) . . . σ(αn)

)
è un omomorfismo. Ma ciò segue da

f
(
σ(αj)

)
= σ

(
f(αj)

)
= 0 =⇒ ∀ j ∃!k : σ(αj) = αk.

Da cui segue che Gal(f) ≲ Sn per il teorema fondamentale dell’omomorfismo di gruppi.

Osservazione. Da ciò segue che #Gal(f) | n!. Inoltre se f è irriducibile e f(α) = 0
avremo

F ⊂ F[α] ⊆ Ff con
[
F[α] : F

]
= n.

Da cui n | #Gal(f).

Esempio (Controesempio). Il viceversa non è sempre vero, ad esempio se prendiamo

f(X) = (X2 − 2)(X2 + 1),

avremo che f ha grado 4 ed è riducibile. Ma il suo campo di spezzamento Q[
√
2, i] ha

ancora grado 4.

Corollario. Se f ha grado n > 2, allora

Gal(f) ̸∼= Z/n!Z.

Dimostrazione. Segue da Z/n!Z ̸∼= Sn, infatti pur avendo la stessa dimensione, Z/n!Z è
abeliano mentre Sn non lo è.

Definizione 4.13 – Sottogruppo transitivo
Un sottogruppo H ⩽ Sn si dice transitivo se

∀ i, j ∈ {1, . . . , n} ∃ σ ∈ H : σ(i) = j.

Osservazione. Chiaramente è possibile dare una nozione più generale di sottogruppo
transitivo, in questo corso si è preferito richiamarla solo per i sottogruppi di Sn.

Esempio. Sn, An, Cn = ⟨(1 2 . . . n)⟩, Dn sono tutti sottogruppi transitivi su Sn.
Sn−1 ⩽ Sn non è transitivo.
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Tabella 4.1: Sottogruppi transitivi di Sn

Gruppo #Sottogruppi transitivi Descrizione

S2 1 S2
S3 2 S3 = D3, A3 = C3

S4 5 S4, A4, C4, D4, V
S5 5 S5, A5, C5, D5, F5
S6 16
S7 7
S8 50
...
S24 26813

Esempio (Sottogruppi isomorfi ma diversamente transitivi). Consideriamo
⟨(1 2), (3 4)⟩ ⩽ S4. Osserviamo che tale sottogruppo non è transitivo (ad esempio
non esiste σ tale che σ(2) = 3) e che è isomorfo a C2 × C2.
Consideriamo ora il gruppo di Klein

V = { (1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) } .

Si mostra facilmente che V è transitivo. Inoltre anche V è isomorfo a C2×C2. Quindi
la transitività non è una proprietà invariante per isomorfismi.

Proposizione 4.14 – Caratterizzazione gruppi di Galois transitivi
Sia f ∈ F[X] separabile. Allora f è irriducibile se e soltanto se Gal(f) ≲ Sn è transitivo
sulle radici.

Dimostrazione. ⇒)Supponiamo che f sia irriducibile. Quindi avremo

f(X) =

n∏
j=1

(X− αj) e Ff = F[α1, . . . , αn].

Siano α,β ∈ {α1, . . . , αn}. F[α], F[β] sono campi col gambo f. Vi è chiaramente un
isomorfismo F[α] ∼−→ F[β], α 7→ β. Definisco f1 la composizione di tale isomorfismo con
l’immersione in Ff:

f1 : F[α]
∼−→ F[β] ↪→ Ff.

Sappiamo, assumendo α = α1, che f1 può essere esteso, passo dopo passo, a un F-
omomorfismo per la costruzione

possiamo usare il
teorema 2.4

fn : F[α1, . . . , αn] = Ff −→ Ff, α 7−→ β.

Quindi ho trovato fn ∈ Aut(Ff/F) = Gal(Ff/F) tale che fn(α) = β. Dal momento che
posso trovare una tale mappa per ogni coppia di radici di f, ciò significa che Gal(f) è
transitivo su Sn.

⇐)Supponiamo che Gal(f) sia transitivo. Sia g(X) ∈ F[X] un fattore irriducibile di f(X). Se
α è una radice di g, allora per ogni radice b di f, sia σ ∈ Gal(f) tale che σ(α) = β. Da
cui

g(β) = g
(
σ(α)

)
= σ

(
g(α)

)
= 0.

Quindi ogni radice di f è radice di g, ne segue che f | g e quindi f(X) = g(X) irriducibile.
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Esempio. Consideriamo f(X) = (X2 − 2)(X2 + 1). Sappiamo che Qf = Q[
√
2, i] e

Gal(Qf,Q) =

{
σ1, σ4 =

(√
2 7→ ±

√
2

i 7→ ±i

)
, σ2, σ3 =

(√
2 7→ ±

√
2

i 7→ ∓i

)}

Ora, se denotiamo
{
α1 =

√
2, α2 = −

√
2, α3 = i, α4 = −i

}
, possiamo sfruttare

l’immersione isomorfa

Gal(f)
∼
↪−→ Sym

(
{α1, α2, α3, α4}

)
∼= S4

In particolare avremo(√
2 7→

√
2

i 7→ i

)
←→ (1)

(√
2 7→ −

√
2

i 7→ i

)
←→ (1 2)(√

2 7→
√
2

i 7→ −i

)
←→ (3 4)

(√
2 7→ −

√
2

i 7→ −i

)
←→ (1 2)(3 4)

Ovvero Gal(f) ∼= { (1), (1 2), (3 4), (1 2)(3 4) } ⩽ Sn che come ci aspettavamo dalla
proposizione non è transitivo.

Osservazione. Se invece consideriamo Q[
√
2 + i] = Q[

√
2, i] che è il campo di

spezzamento di

g(X) = f√2+i(X) =

4∏
j=1

(
X− σj(

√
2+ i)

)
= X4 − 2x2 + 9,

ci aspettiamo che Gal(g) sia transitivo poiché g è irriducibile su Q[X].
Ce lo aspettiamo nonostante Gal(g) ∼= Gal(f), poiché abbiamo vi-
sto che la transitività non è invariante per isomorfismi. Denotiamo{
β1 =

√
2+ i, β2 = −

√
2+ i, β3 =

√
2− i, β4 = −

√
2− i

}
. Ora, dal momento

che Q[
√
2+ i] = Q[

√
2, i], avremo che Gal(g) ha gli stessi automorfismi di Gal(f). In

particolare

σ1 :

β1 7→ β1

β2 7→ β2

β3 7→ β3

β4 7→ β4

σ2 :

β1 7→ β2

β2 7→ β1

β3 7→ β4

β4 7→ β1

σ3 :

β1 7→ β3

β2 7→ β4

β3 7→ β1

β4 7→ β2

σ4 :

β1 7→ β4

β2 7→ β3

β3 7→ β2

β4 7→ β1

da cui

σ1 ←→ (1) σ2 ←→ (1 2)(3 4) σ3 ←→ (1 3)(2 4) σ4 ←→ (1 4)(2 3).

Ovvero Gal(g) ∼= V ⩽ Sn che è transitivo. In conclusione Gal(g) = Gal(f) ed entrambi
sono isomorfi a C2 × C2 ⩽ S4, ma solo Gal(g) è transitivo. Questo accade poiché g
è irriducibile mentre f non lo è.

4.3 gruppo di un polinomio nel gruppo
alterno
In questo paragrafo cercheremo di capire sotto quali ipotesi il gruppo di Galois di un
polinomio f di grado n, è contenuto nel gruppo alterno An.

Cominciamo con un breve richiamo sul segno di una permutazione.
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Definizione 4.15 – Segno permutazione
Sia σ ∈ Sn. Scritto σ = c1 ◦ c2 ◦ . . . ◦ ck prodotto di cicli disgiunti, diremo che il
segno di σ è

sgn(σ) = (−1)l(c1)+...+l(ck)−k,

dove con l(cj) indichiamo la lunghezza di cj.

Osservazione. Alternativamente, scritto σ = τ1 ◦ . . . ◦ τs prodotto di trasposizioni,
potevamo definire il segno di σ come

sgn(σ) = (−1)s.

Chiaramente le due definizioni sono equivalenti.

Esempio.

sgn(1 2) = (−1)1 = −1 e sgn(1 2 . . . n) = (−1)n−1.

Definizione 4.16 – Gruppo alterno
Considero la mappa

sgn : Sn −→ {±1}, σ 7−→ sgn(σ)

che costituisce un omomorfismo suriettivo. Definisco il gruppo alterno di Sn come il
nucleo di sgn:

An := Ker(sgn) = { σ ∈ Sn | sgn(σ) = 1 } .

Osservazione. An è di fatto l’insieme delle permutazioni pari di Sn. La definizione
come nucleo di un omomorfismo però ci garantisce che

An ⊴ Sn e [Sn : An] = 2.

Esempio. Consideriamo il gruppo delle permutazioni di ordine 3:

S3 = { (1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2) } .

In S3 i 2-cicli hanno sgn = −1 mentre i 3-cicli hanno sgn = 1. Quindi

A3 = { (1), (1 2 3), (1 3 2) } ∼= C3.

Proprietà 4.17. Sia f ∈ F[X]. Allora Df ∈ F.

Dimostrazione. Ricordiamo la definizione di discriminante

Df =
∏
i<j

(αi − αj)
2.

Tale definizione, per via del quadrato, non dipende dall’etichettatura delle radici di f.
Quindi, per ogni σ ∈ Gal(f), avremo

σDf =
∏
i<j

(
σ(αi) − σ(αj)

)2
= Df
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in quanto abbiamo solo riordinato le radici. Da ciò segue

Df ∈ FGal(f)
f = F.

Definizione 4.18 – Radice del discriminante
Preso f ∈ F[X], definiamo

∆f =
∏
i<j

(αi − αj) =
√
Df.

Proprietà 4.19. Siano f ∈ F[X] e σ ∈ Gal(f). Allora

σ∆f = sgn(σ)∆f.

Dimostrazione. Non fornita. La tesi è comunque intuitiva poiché σ scambia gli indici
delle radici, facendo comparire un segno meno ogni volta che i < j e σ(i) > σ(j).

Teorema 4.20 – Quando Gal(f) ⩽ An?
Sia f ∈ F[X]. Allora Gal(f) ⩽ An se e soltanto se ∆f ∈ F, ovvero se Df è un quadrato
perfetto in F.

Dimostrazione. Dalla proprietà precedente sappiamo che σ∆f = sgn(σ)∆f. Da cui

σ ∈ An ⇐⇒ σ∆f = ∆f ⇐⇒ ∆f ∈ FAn∩Gal(f)
f .

In particolare segue facilmente che

F[∆f] = F
An∩Gal(f)
f .

Inoltre
[
F[∆f] : F

]
⩽ 2 in quanto ∆2

f = Df ∈ F.
In conclusione

Gal(f) ⩽ An ⇐⇒ Gal(f) ∩An = Gal(f) ⇐⇒ F[∆f] = F
An∩Gal(f)
f = F

Gal(f)
f = F.

Da cui segue la tesi.

Proposizione 4.21 – Gruppo di Galois di un polinomio di grado 3
Sia f ∈ F[X] un polinomio di grado 3. Allora

• Se f è irriducibile, {
Gal(f) ∼= A3 se D = □

Gal(f) ∼= S3 se D ̸= □

• Se f è totalmente riducibile,
Gal(f) = {id}.

• Se f è parzialmente riducibile in un fattore di secondo grado e uno di primo,

Gal(f) ∼= Z/2Z.
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Tabella 4.2: Sottogruppi transitivi di S4.

Sottogruppo Elementi Normale su S4?

S4 (1), (i j), (i j k), (i j k l), (i j)(k l) Sì
A4 (1), (i j k), (i j)(k l) Sì
D4 (1), (1 2 3 4), (1 4 3 2), (1 3), (2 4), (i j)(k l) No
C4 ⟨(1 2 3 4)⟩ No
V (1), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) Sì

Dimostrazione. Per definizione Gal(f) = Gal(Ff/F). D’altronde sappiamo che

#Gal(Ff/F) = [Ff : F] ⩽ (deg f)! = 6.

Quindi Gal(f) ha ordine un divisore di 6.
Se f è totalmente riducibile, è chiaro che Ff = F e quindi Gal(f) = {id}. Se f ha un fattore
di grado 2 irriducibile, allora Ff/F è un’estensione quadratica, in particolare

#Gal(f) = [Ff : F] = 2 =⇒ Gal(f) ∼= Z/2Z.

Supponiamo ora che f sia irriducibile. Avremo che se f[α] = 0, F ⊂ F[α] ⊂ Ff, da cui[
F[α] : F

]
= deg f = 3 =⇒ 3 | [Ff : F] = #Gal(f).

Per cui 3 | #Gal(f) | 6, ovvero #Gal(f) ∈ {3, 6}. Dal teorema precedente sappiamo che
Gal(f) ⩽ A3 se e soltanto se ∆f ∈ F, ovvero se Df è un quadrato perfetto in F. Da cui

#Gal(f) = [Ff : F] =

{
3 se Df = □

6 se Df ̸= □

4.4 polinomi di quarto grado
In questo paragrafo forniremo dei criteri per determinare il gruppo di Galois di un polinomio
f ∈ F[X] di quarto grado che sia irriducibile e separabile.

Sappiamo che Gf := Gal(f) ⊆ Sym{α1, α2, α3, α4} ∼= S4, dove αi sono radici di f. Inoltre
Gf è transitivo su S4 poiché f è irriducibile. Gf deve pertanto essere uno dei sottogruppi di
S4 elencati nella tabella 4.2.

Osservazione. Forniamo qualche spiegazione sulla normalità dei sottogruppi transitivi
di S4:

• S4 è banalmente normale in se stesso.

• A4 è normale in S4 poiché ha indice 2.

• D4 non è normale, infatti (1 2)(1 2 3 4)(1 2) = (1 3 4 2) ̸∈ D4.

• C4 non è normale per lo stesso motivo di D4.

• V è normale poiché coniugando un k-ciclo si ottiene sempre un k-ciclo. In
particolare tutti gli elementi di V distinti da (1) sono 2 × 2-cicli, quindi V è
normale.



64 calcolo dei gruppi di galois

Definizione 4.22 – Risolvente cubica
Supponiamo che f ∈ F[X] sia un polinomio irriducibile e separabile di grado 4. Il suo
campo di spezzamento sarà Ff = F[α1, α2, α3, α4] dove αi sono le radici di f. Presi

α = α1α2 + α3α4; β = α1α3 + α2α4; γ = α1α4 + α2α3.

Definiamo la risolvente cubica di f come

g(X) = (X− α)(X− β)(X− γ).

Osservazione. Per prima cosa osserviamo che F ⊆ F[α,β, γ] ⊆ Ff. Inoltre, dal
momento che f è separabile, α,β, γ sono tutti distinti. Ad esempio

α− β = (α1 − α4)(α2 − α4) ̸= 0.

Infine si può facilmente verificare che S4 permuta α,β, γ, cioè se σ ∈ S4 =
Sym{α1, α2, α3, α4}, si ha

σ{α,β, γ} = {α,β, γ}.

Proprietà 4.23. La risolvente cubica ha coefficienti in F.

Dimostrazione. Dall’osservazione precedente sappiamo che S4 permuta α,β, γ. In
particolare da

g(X) = (X− α)(X− β)(X− γ) =⇒ σg(X) = g(X), ∀ σ ∈ S4.

In particolare Gf ⊆ S4, quindi

g(X) ∈ FGf [X] = F[X].

Proposizione 4.24 – Forma esplicita della risolvente cubica
Supponiamo che f(X) ∈ F[X] sia un polinomio separabile e irriducibile della forma

f(X) = X4 + bX3 + cX2 + dX+ e.

Allora la risolvente cubica di f è

g(X) = X3 − cX2 + (bd− 4e)X+ 4c e− d2.

Dimostrazione. Per definizione

g(X) = (X− α)(X− β)(X− γ) = X3 − (α+ β+ γ)X2 + (αβ+ αγ+ βγ)X− αβγ.

Inoltre

f(X) =

4∏
i=1

(X− αi) = X
4 − (α1 + α2 + α3 + α4)X

3 + . . .+ α1α2α3α4.

A questo punto è sufficiente verificare l’esattezza delle identità sui coefficienti.
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Tabella 4.3: Caratterizzazione dei gruppi di Galois per polinomi di grado 4.

Gf #V ∩Gf #(Gf/V ∩Gf) = #Gg =
[
F[α,β, γ] : F

]
S4 4 6
A4 4 3
V 4 1
D4 4 2
C4 2 2

Osservazione. Se in f sostituiamo X− b/4 ad X, otteniamo

f(X− b/4) = X4 +AX2 + BX+ C,

che sappiamo avere lo stesso gruppo di Galois di f(X). A questo punto la risolvente
cubica ha una forma più compatta:

g(X) = X3 −AX2 − 4CX+ 4AC− B2.

Proposizione 4.25 – Campo di spezzamento della risolvente cubica
Sia f ∈ F[X] un polinomio irriducibile e separabile di grado 4 e sia Gf = Gal(f). Se
g(X) è la risolvente cubica di f, allora

Fg = FV∩Gf

f ,

dove V ⩽ S4 è il gruppo di Klein.

Dimostrazione. In questa dimostrazione mostreremo solo una delle due implicazioni, poi-
ché la seconda richiede una parte di teoria dei gruppi che esula dagli argomenti di questo
corso.
Per definizione sappiamo che Fg = F[α,β, γ]. Mostriamo che F[α,β, γ] ⊆ FV∩Gf

f . Se
σ ∈ V è facile verificare che

σα = α; σβ = β; σγ = γ.

In particolare ciò vale se σ ∈ V ∩Gf, da cui

α,β, γ ∈ FV∩Gf

f =⇒ F[α,β, γ] ⊆ FV∩Gf

f .

Corollario. L’estensione F[α,β, γ]/F è Galois con gruppo di Galois

Gg
∼=

Gf

V ∩Gf
.

Dimostrazione. Siccome V ∩Gf è normale in Gf, avremo che FV∩Gf

f = F[α,β, γ]/F è nor-
male è quindi di Galois. In particolare, sempre per la normalità del gruppo corrispondente,
avremo

Gg
∼=

Gf

V ∩Gf
.

Osservazione. Da ciò segue un’importante caratterizzazione dei gruppi di Galois dei
polinomi separabili e irriducibili di grado 4. Nella tabella 4.3 possiamo vedere come il
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gruppo di Galois Gg ci permetta di determinare Gf, tranne nel caso in cui Gf = D4 o
Gf = C4. Per dare una determinazione in quest’ultimo caso, osserviamo che se g(X)
ha un fattore di grado due irriducibile, allora

Gg = C2 =⇒ Fg = F[
√
D].

Consideriamo f in F[
√
D]
[
X
]
. Se f risulta ancora irriducibile, allora

[
Ff : F[

√
D]
]
= 4 =⇒ Gf = D4. Quindi Gf =

{
D4 f ∈ Irr

(
F[
√
D]
[
X]
)

C4 altrimenti

Esempio. Troviamo il gruppo di Galois di alcuni polinomi di quarto grado:

• X4 − 4x + 2 è irriducibile poiché è un 2-eisenstain. La sua risolvente cubica è
X3−8X−16 che è irriducibile e il suo discriminante non è un quadrato perfetto.
Quindi Gg = S3 da cui Gf = S4.

• X4 + 4X2 + 2 è irriducibile poiché è un 2-eisenstain. La sua risolvente cubica
è (X − 4)(X2 − 8). Quindi Gg = C2 da cui Gf è D4 oppure C4. Osserviamo
che Qg = Q[

√
2], su cui f si scrive come (X2 + 2 −

√
2)(X2 + 2 +

√
2). Quindi

Gf = C4.

• X4 − 2 è irriducibile. La sua risolvente cubica è X (X2 + 8). Quindi Gg = C2 e
Gf è D4 oppure C4. Osserviamo che Qg = Q[

√
−2], su cui f si può dimostrare

essere ancora irriducibile. Quindi Gf = D4.

• X4 + 10X2 + 2 è irriducibile. La sua risolvente cubica è (X+ 10)(X+ 4)(X− 4).
Quindi Gg = C1 da cui Gf = V.

4.5 polinomi di grado primo
In questo paragrafo ci occuperemo di polinomi irriducibili che hanno grado primo. In parti-
colare studieremo il loro gruppo di Galois nel caso in cui abbiano precisamente p− 2 radici
reali.

Lemma 4.26. Sia H un sottogruppo di Sp. Supponiamo che H contenga una
trasposizione e un p-ciclo. Allora H = Sp.

Dimostrazione. Non fornita.

Proposizione 4.27
Sia f ∈ F[X] un polinomio irriducibile tale che deg f = p e f ha p − 2 radici reali e 2
radici complesse. Allora

Gal(f) = Sp.

Dimostrazione. Sia Gf = Gal(f). Vogliamo applicare il lemma precedente a Gf.
Supponiamo che α sia una radice di f, avremo

F ⊆ F[α] ⊆ Ff, con
[
F[α] : F

]
= p.

Quindi p | [Ff : F] = #Gf. Da un fatto di teoria dei gruppiil fatto a cui
facciamo

riferimento è il
teorema di Cauchy

, se p | #G con G un gruppo
finito, allora esiste g ∈ G tale che ord(g) = p. Quindi nel nostro caso esiste σ ∈ Gf tale
che ord(σ) = p. Dal momento che Gf ⩽ Sp, σ è necessariamente un p-ciclo, infatti non
esistono altri elementi di Sp con tale ordine.
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Per trovare la trasposizione, osserviamo che, per ipotesi, vi sono solo due radici complesse.
In particolare se α1, α2 ∈ C \ R sono tali radici, necessariamente α1 = α2. Quindi se
consideriamo l’automorfismo

k : Ff −→ Ff, α 7−→ α,

avremo che

k(α1) = α2; k(α2) = α1; k(αj) = αj, ∀ j ⩾ 3.

Quindi k = (1 2). Dal lemma segue che Gf = Sp.

Osservazione. Per ogni p primo esiste sempre un polinomio con le proprietà descritte
nella proposizione precedente. Se p = 2, 3 è facile dare degli esempi, supponiamo
quindi p ⩾ 5. Siano n1 < . . . < np−2 ∈ N pari e m > 0 pari. Definiamo

g(X) = (X2 +m)(X− n1) · . . . · (X− np−2).

Tale polinomio ha precisamente p − 2 radici reali. Cerchiamo di traslarlo opportu-
namente in modo da renderlo irriducibile senza cambiare il numero di radici reali.
Definiamo

e = min { |g(x)| > 0 : g ′(x) = 0 } ; n ∈ N dispari tale che
2

n
< e

Prendiamo quindi

f(X) = g(X) −
2

n
∈ Q[X]

che p irriducibile. Infatti, per come abbiamo definito g, si mostra facilmente che
n f(X) = ng(X) − 2 è un 2-eisenstain.

4.6 problema di galois inverso (cenni)
Questo paragrafo vuole solo accennare in cosa consiste il problema di Galois inverso. Per
una trattazione più approfondita si rimanda ad un testo più approfondito.

Il problema inverso consiste nel determinare, dato G un gruppo finito, se esiste f ∈ F[X]
tale che

Gf
∼= G.

Tale questione resta un problema aperto nella sua forma più generale. In alcuni casi
particolari è comunque possibile fornire una risposta certa.

Teorema 4.28 – Problema inverso per gruppi abeliani
Sia G un gruppo abeliano. Allora esiste f ∈ F[X] tale che Gf

∼= G.

4.7 campi finiti
In questo paragrafo per denotare un generico campo finito useremo il simbolo F. Cominciamo
con il riepilogare alcune proprietà dei campi finiti.

Proprietà 4.29. Esistono n ∈ N e p primo tali che

#F = pn.
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Proprietà 4.30. Se F ha cardinalità pn, allora

F = Fpn .

Osservazione. In generale Fpn ̸= Z/pnZ.

Proprietà 4.31. Fpn/Fp è un’estensione finita di grado n.

Proprietà 4.32. Per ogni x ∈ Fpn si ha xpn

= x.

Proprietà 4.33. Fpn/Fp è sempre un’estensione di Galois.

Dimostrazione. Il polinomio Xpn

− X ∈ Fp[X] è separabile in quanto (Xpn

− X) ′ = −1.
Quindi

Fpn = (Fp)Xpn−X

è il campo di spezzamento di un polinomio separabile.

Proprietà 4.34. Due campi finiti Fq1
e Fq2

sono isomorfi se e solo se q1 = q2.

Proprietà 4.35. Per ogni q = pn esiste un campo finito Fq di ordine q.

Dimostrazione. Consideriamo K = (Fp)Xq−X il campo di spezzamento di Xq−X ∈ Fp[X].
Definiamo S = { α ∈ K | αq = α } l’insieme delle radici di Xq−X. Osserviamo che |S| = q in
quanto sappiamo dalle proprietà precedenti che Xq−X ∈ Fp[X] è un polinomio separabile.
Certamente S ⊆ K, se dimostriamo che S è un campo, esso deve necessariamente essere il
campo di spezzamento di Xq −X, da cui S = K. Ora S è chiaramente chiuso rispetto alla
moltiplicazione e al calcolo degli inversi. D’altronde è chiuso anche rispetto alla somma,
infatti, presi α,β ∈ S, per la formula sbagliata avremo

(α+ β)q = (α+ β)p
n

= αpn

+ βpn

= α+ β =⇒ α+ β ∈ S.

Teorema 4.36 – Gruppo di Galois di Fpn/Fp

Sia q = pn con p primo. Allora

Gal(Fpn/Fp) ∼= Z/nZ.

Dimostrazione. Sappiamo già che #Gal(Fpn/Fp) = [Fpn : Fp] = n. Quindi, affinché
Gal(Fpn/Fp) ∼= Z/nZ, ci basta dimostrare che Gal(Fpn/Fp) è ciclico. Dobbiamo quindi
esibire un generatore. Consideriamo l’automorfismo di Frobenius:

Φ : Fpn −→ Fpn , x 7−→ xp.

Osserviamo che Φ fissa gli elementi di Fp, quindi Φ ∈ Gal(Fpn/Fp). A questo punto
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dobbiamo mostrare che Φ ha ordine n. Osserviamo che

Φk(X) := Φ ◦ . . . ◦Φ︸ ︷︷ ︸
k volte

(X) = Xpk

.

Quindi
Φn(x) = xp

n

= x, ∀ x ∈ Fpn .

Resta da mostrare che per ogni k < n,Φk ̸= id, cioè che esite y ∈ Fpn tale che ypk ̸= y.
Per un fatto di teoria dei gruppi, F∗

pn è ciclico. Sia y un generatore di F∗
pn , allora

ord(y) = pn − 1, k < n =⇒ yp
k−1 ̸= 1 =⇒ yp

k ̸= y.

Quindi ord(Φ) = n e ⟨Φ⟩ = Gal(Fpn/Fp).

Osservazione. Alla luce delle proprietà precedenti, sappiamo che per ogni q = pn con
p primo, esiste Fq il campo finito con q elementi. Inoltre due campi con q elementi
sono isomorfi. Infine Fq/Fp è Galois e il teorema ci dice che

Gal(Fq/Fp) ∼= Z/nZ.

Teorema 4.37 – Fpn come estensione semplice
Consideriamo l’estensione Fpn/Fp. Allora esiste ζ ∈ Fpn tale che

Fpn = Fp[ζ].

Dimostrazione. Sia ζ un generatore di F∗
pn , che sappiamo esistere per un fatto di teoria

dei gruppi. Segue immediatamente che Fp[ζ] = Fpn , infatti

Fpn =
{
0, ζ, ζ2, . . . , ζp

n−1
}
.

Osservazione. Più in generale, tramite il teorema dell’elemento primitivo, si può
dimostrare che se K/Q è finita, allora esiste α ∈ K tale che K = Q[α].

Teorema 4.38 – Sottocampi di Fpn

Consideriamo l’estensione Fpn/Fp. Per ogni k | n esiste un unico sottocampo Fpk

con pk elementi.

Dimostrazione. Abbiamo mostrato che Gal(Fpn/Fp) = Z/nZ = ⟨Φ⟩. Per le proprietà dei
gruppi ciclici, sappiamo che per ogni divisore k dell’ordine di ⟨Φ⟩ vi è un solo sottogruppo
di indice k. Quindi per ogni k | n avremo il sottogruppo ⟨Φk⟩ ∼= Z/n

k
Z a cui corrisponde

il sottocampo
F⟨Φk⟩
pn = Fpk .

Osservazione. Vale anche il viceversa, cioè se Fpk ⊆ Fpn allora k | n.
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Definizione 4.39 – Funzione enumeratrice dei polinomi irriducibili in Fp

Sia p primo. Definiamo la funzione che enumera i polinomi irriducibili di grado d in
Fp come

Nd(p) = #
{
f ∈ Irr

(
Fp[X]

) ∣∣ deg f = d }
.

Proposizione 4.40 – Numero di polinomi irriducibili in Fp

Sia p primo. Allora ∑
d|n

dNd(p) = p
n.

Dimostrazione. Consideriamo f(X) = Xpn

− X ∈ Fp[X]. Se mostriamo

f(X) =
∏

f∈Irr(Fp[X])
deg f|n

f, (⋆)

seguirebbe
pn = deg f = deg

∏
d|n

∏
f∈Irr(Fp[X])

deg f=d

f =
∑
d|n

Nd(p)d.

Mostriamo quindi (⋆). Sia g un fattore irriducibile di Xpn

− X e sia α una radice di g.
Avremo

Fp ⊆ Fp[α] ⊆ Fpn =⇒ deg g =
[
Fp[α] : Fp

]
| n.

In particolare, dal momento che Xpn

−X è il prodotto di tali fattori irriducibili ed è anche
separabile, segue

Xpn

− X |
∏

f∈Irr(Fp[X])
deg f|n

f.

Per concludere basta dimostrare che se h ∈ Irr
(
Fp[X]

)
e degh | n, allora

h | Xpn

− X.

Sia β una radice di h. Per la corrispondenza e l’unicità dei campi finiti, Fp[β] si inietta
isomorficamente in Fpn . Nel sottocampo di Fpn isomorfo a Fp[β] ci sono tutte le radici
di h, le quali sono in particolare radici di Xpn

− X.

Osservazione. Se n = l primo, allora la formula si riduce a

N1(p) + lNl(p) = p
l =⇒ Nl(p) =

pl − p

l
,

poiché chiaramente N1(p) = p.



5 C O S T R U Z I O N I C O N R I G A E
C O M PA S S O
5.1 introduzione
I greci credevano che la dimostrazione ideale facesse uso della riga e del compasso. Furono
tre i problemi classici che questo metodo non riuscì mai ad attaccare:

• la duplicazione del cubo;

• la trisezione di un angolo;

• la quadratura del cerchio.

Nell’800 Wantzel dimostrò che tali problemi non erano risolubili con il metodo della riga e
del compasso.

In questo paragrafo daremo una struttura a tale approccio. Introdurremo i numeri "co-
struibili" che costituiscono un’estensione usata dai greci nella loro struttura numerica.

Definizione 5.1 – Punti d’orgine
Nella struttura delle costruzioni con riga e compasso, i punti O = (0, 0) e (1, 0), sono
"assiomaticamente" intesi come costruibili.

Definizione 5.2 – Operazioni con riga e compasso
Le seguenti sono tutte e le sole operazioni consentite con riga e compasso:

1. Si può costruire la retta per due punti costruibili.

2. Si può costruire la circonferenza data il suo centro e un suo punto.

Osservazione. Il compasso viene inteso come "rigido", ciò significa che a priori non è
possibile replicare il raggio di una circonferenza già tracciata per disegnarne un’altra.

Definizione 5.3 – Punti costruibili
Sono costruibili tutti e soli i punti di intersezione di

• due rette costruibili;

• due cerchi costruibili;

• una retta e un cerchio costruibile.

Osservazione. In generale un punto del piano si dice costruibile se, attraverso le
operazioni sopra elencata, lo si può ottenere dai due punti di origine (0, 0) e (1, 0).



72 costruzioni con riga e compasso

Notazione. Dati due punti A,B, indicheremo con

• AB la retta passante per A,B;

• C(A,B) la circonferenza di centro A e passante per B.

5.2 costruzioni elementari
Proposizione 5.4 – Retta mediana
Siano A,B due punti costruibili. Allora possiamo costruire la mediana del segmento
AB.

Dimostrazione. Prendiamo le circonferenze C(A,B) e C(B,A). Dai punti di intersezione
delle due circonferenze possiamo costruire la mediana.

A B

Proposizione 5.5 – Cerchio per tre punti non allineati
Siano A,B e C tre punti costruibili non allineati. Allora possiamo costruire la
circonferenza passante per A,B,C.

Dimostrazione. Tramite la teorema 5.4 costruiamo le mediane di AC e BC. La loro
intersezione D costituisce il centro della circonferenza cercata.

A B

C

D

Proposizione 5.6 – Perpendicolare passante per un punto sulla retta
Sia r una retta costruibile e sia A un punto costruibile sulla retta data. Allora
possiamo costruire la perpendicolare ad r passante per A.
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Dimostrazione. Sia B un altro punto sulla retta anch’esso costruibile, tale punto esiste
sicuramente dal momento che possiamo costruire rette a partire da almeno due punti.
Costruiamo la circonferenza C(A,B) e chiamiamo C l’intersezione, distinta da B, di tale
circonferenza con r. La mediana del segmento BC costituisce la perpendicolare cercata.

A

BC
r

Proposizione 5.7 – Perpendicolare passante per un punto fuori dalla
retta

Sia r una retta costruibile e sia A un punto costruibile fuori da r. Allora possiamo
costruire la retta perpendicolare ad r passante per A.

Dimostrazione. Prendiamo B un punto costruibile su r e consideriamo C(A,B). Se
C(A,B) ∩ r = {B} allora la circonferenza è tangente alla retta. Per cui AB è la perpen-
dicolare cercata. Supponiamo quindi che via sia un altro punto C ̸= B nell’intersezione
C(A,B) ∩ r. La mediana di BC è la perpendicolare cercata.

A

B

C

r

Proposizione 5.8 – Parallela ad una retta
Sia r una retta costruibile e sia A un punto costruibile fuori da r. Allora possiamo
costruire la retta parallela ad r passante per A.

Dimostrazione. Per la teorema 5.7 possiamo costruire la perpendicolare r ′ ad r passante
per A. A questo punto sfruttiamo la teorema 5.6 per costruire la perpendicolare ad r ′
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passante ancora per A. Abbiamo così ottenuto la parallela cercata.

A

B

C

r

r ′

Proposizione 5.9 – Circonferenza di dato raggio
Sia A un punto costruibile e sia BC un segmento costruibile. Allora possiamo costruire
la circonferenza di centro A e raggio |BC|.

Dimostrazione. Per la teorema 5.8 possiamo costruire la parallela r a BC passante per
A. Costruiamo la retta AB. Ancora per la teorema 5.8 costruiamo la parallela r ′ ad AB
passante per C. Intersecando r ′ con r otteniamo un punto D a distanza |BC| da A.

A

B

C

r
r ′

Proposizione 5.10 – Bisezione di un angolo
Siano A,B,C punti costruibili. Allora possiamo dividere l’angolo BÂC in due parti
uguali.

Dimostrazione. Prendiamo la circonferenza C(A,B) e D il suo punto di intersezione con
AC. Adesso prendiamo C(D,B) e C(B,D). La retta passante per le intersezioni delle due
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circonferenze biseca l’angolo dato.

A

B

CD

5.3 numeri costruibili
Definizione 5.11 – Numero reale costruibile

Un numero reale α si dice costruibile se il punto (α, 0) è costruibile.

Osservazione. Più in generale è sufficiente richiedere che esista y ∈ R tale che il punto
(α, y) sia costruibile.

Definizione 5.12 – Numero complesso costruibile
Un numero complesso α = x+ i y si dice costruibile se il punto (x, y) è costruibile.

Definizione 5.13 – F-piano
Sia F un sottocampo di R. Definiamo un F-piano come

F× F ⊂ R× R.

Notazione. Per un α ∈ F positivo, definiamo
√
α come la radice positiva di α.

Definizione 5.14 – F-retta
Consideriamo un F-piano. Una F-retta è una retta in R × R passante per due punti
dell’F-piano. Tali rette hanno equazione

ax+ by+ c = 0, con a, b, c ∈ F.
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Definizione 5.15 – F-circonferenza
Consideriamo un F-piano. Una F-circonferenza è una circonferenza di R×R di centro
un punto dell’F-piano e di raggio un elemento di F.

Lemma 5.16. Consideriamo un F-piano. Siano r ̸= r ′ due F-rette e C ̸= C ′ due
F-circonferenze. Allora

1. r ∩ r ′ è vuoto oppure consiste di un solo F-punto.

2. r ∩ C è vuoto oppure consiste di uno o due F[
√
e]-punti, per qualche e ∈ F

positivo.

3. C ∩ C ′ è vuoto oppure consiste di uno o due F[
√
e]-punti, per qualche e ∈ F

positivo.

Dimostrazione. Segue da semplici considerazioni geometriche.

Lemma 5.17. Siano a, b ∈ R costruibili, con b ̸= 0. Allora

a+ b, a− b, a b,
a

b
,

√
a

sono costruibili.

Dimostrazione. a, b sono costruibili, quindi per definizione i punti A = (a, 0), B = (b, 0)
sono costruibili. Per costruire a+ b supponiamo che b > a, prendiamo quindi C(B,A) e
consideriamo la sua intersezione con la retta AB. Tale punto avrà coordinate (a + b, 0).
Analogamente si costruisce a− b.
Per costruire ab consideriamo O = (0, 0), A = (a, 0), B = (1, 0), C = (0, b) che sono tutti
punti costruibili. Prendiamo r la retta BC e poi prendiamo la parallela ad r passante per
A. Chiamato D l’intersezione della parallela con OC ottengo due triangoli simili OBC e
OAD. In particolare

|OC|

|OB|
=

|OD|

|OA|
=⇒ b

1
=

|OD|

a
=⇒ |OD| = ab.

Analogamente si costruisce a/b.
Infine per costruire

√
a, poniamo A = (0, 0) e B = (a, 0), così da avere |AB| = a. Co-

struiamo C a sinistra di A tale che |CA| = 1. Prendiamo il punto medio M di CB e
quindi costruiamo la circonferenza ci centro M e passante per B e C. Prendiamo la per-
pendicolare per A ad AB: Chiamato D l’intersezione superiore della perpendicolare con
la circonferenza, otteniamo due triangoli simili ACD e ADB. In particolare

|AD|

|AC|
=

|AB|

|AD|
=⇒ |AD|2 = |AB| = a =⇒ |AD| =

√
a.

Teorema 5.18 – Caratterizzazione dei reali costruibili
Un numero reale α è costruibile se e soltanto se è contenuto in un sottocampo di R
della forma

Q[
√
a1, . . . ,

√
an], con ai ∈ Q[

√
a1, . . . ,

√
ai−1].
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Dimostrazione. Segue dai due lemmi precedenti.

Esempio (Duplicazione del cubo). Duplicare un cubo equivale a costruire una ra-
dice di X3 − 2. D’altronde tale radice genere un’estensione che contiene numeri non
costruibili

Esempio (Trisezione di un angolo). Supponiamo di voler trisecare un angolo 3α.
Tramite semplici manipolazioni algebriche otteniamo

cos(3α) = 4 cos3 α− 3 cosσ.

Posto cosα = X otteniamo

4X3 − 3X− cos(3α) = 0

che in generale determina un’estensione cubica i cui elementi non sono tutti costruibili.

Esempio (Quadratura del cerchio). Per quadrare il cerchio bisognerebbe costruire√
π che è un elemento trascendente e pertanto non costruibile.
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