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1 | DEFINIZIONI E RISULTATI
DI BASE

1.1 ANELLI

Definizione 1.1 — Anello

Un anello & un insieme A dotato di due operazioni + e - tali che
1. (A,+) ¢ un gruppo commutativo;
2. (A, ) ¢ un monoide commutativo;

3. la moltiplicazione ¢ distributiva rispetto alla somma.

Notazione. In questo corso un anello, a meno di esplicitarlo altrimenti, si intende
sempre unitario e commutativo.

Definizione 1.2 — Sottoanello

Sia A un anello e B C A. B si dice sottoanello di A se
e (B,+) é un sottogruppo di (A, +);
e B é chiuso rispetto al prodotto;

e 15 appartiene a B.

Osservazione. In particolare un sottoanello costituisce un anello. D’altronde il vice-
versa ¢ falso, infatti A = 7Z X Z & un anello rispetto alle operazioni canoniche la cui
identita & (1,1). Se considero S ={ (x,0) | x € Z } avro che S ¢ un anelloe S C A, ma
S non ¢ un sottoanello di A in quanto (1,1) € S, la cui identita ¢ invece (1,0).

Definizione 1.3 — Omomorfismo di anelli

Siano A, A’ anelli. Un omomorfismo di anelli ¢: A — A’ & una mappa che mantiene
le operazioni, ovvero tale che per ogni a,b € A

@(a+b)=¢@(a)+ @(b), @(ab) = @(a)e(b), @(1a) =Ta".

Esempio. Riprendendo I’esempio dell’osservazione precedente avremo che
@:S = A, (x,0) = (x,0),
non & un omomorfismo in quanto

¢(1s) = 9((1,0)) = (1,0) # 1.
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Definizione 1.4 — Dominio di integrita

Un anello A si definisce dominio di integrita se il prodotto di elementi non nulli &
sempre non nullo, ovvero

ab=0 = a=0oppureb=0,V a,b € A.

Notazione. Spesso la sola parola dominio viene utilizzata per i domini di integrita.

Esempio. Z x Z non é un dominio di integrita, infatti

(])0)(0)1):(0)0) con (LO))(O»])?&(O)O)

Definizione 1.5 — Ideale

Sia A un anello e sia I C A. I si dice ideale di A se
e (I,+) ¢ un sottogruppo di (A, +);
e I ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazioni di elementi in A, ovvero

axelLVxel,VaeA.

Proprieta. Se A ¢ un anello e I C A é un ideale,
A
T:{a—l—l:aeA} conat+I={a+x:xe€l}CA,

é una partizione di A e costituisce un anello con le operazioni indotte sulle classi
laterali.

Definizione 1.6 — Ideale generato

Sia A un anello e siano «q,..., &, € A. Definiamo
(1yeeeyotr) ={x100 + oo+ %0 | X150y X €EAT,
come ’ideale generato da oy,..., ;.

Definizione 1.7 — Anello a ideali principali

Un anello A si dice a ideali principali se per ogni ideale I C A, si ha che I & generato
da un elemento di A, ovvero
JaeA:1=(a).

1.2 CAMPI

Definizione 1.8 — Campo

Un anello K si definisce campo se ogni suo elemento non nullo & invertibile, ovvero

VxeKx#03yeK:xy=1Ik.
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Osservazione. In altre parole un campo é un insieme K costituito da due operazioni
+ e - tali che

1. (K,+) & un gruppo abeliano;
2. (K\{0},-) & un gruppo abeliano;

3. la moltiplicazione ¢ distributiva rispetto alla somma.

Esempio. Q,R e C sono alcuni esempi di campi.

Osservazione. Vi sono moltissimi campi che possono essere costruiti fra Q ed R od
oltre C. D’altronde non ve ne é nessuno fra R e C.

Esempio. L’estensione algebrica Q(v/2) di Q definita come
Q(\/E):{aer\/E] a,beQ},
é un campo. Si mostra facilmente che ogni suo elemento ha inverso, infatti

1 a b
a++v2b a2 —2b2 B aZ—ZbZ\/ZEQ(\/Q)'

Esempio. L’esensione trascendente Q(7t) di Q definita come

a+am+...+ a1
@(n)z{ “

bo + b1+ Tbomm an--»arubOa-'-)bmeQ})
.

€ un campo.

Definizione 1.9 — Sottocampo

Sia K un campo e sia L C K. L si dice sottocampo di K se & un suo sottoanello ed
inoltre costitutisce un campo.

Osservazione. Se L é un sottocampo di K allora K é anche uno spazio vettoriale su
L. Infatti se € L,k € K, allora « - k = ak. su uno spazio vettoriale posso anche
parlare di dimensione dimy K.

Notazione. Un’inclusione di campi L C K si chiama estensione di campi e se ne
definisce il grado come
K : L] :=dim; K.

Esempio. Rifacendoci a due esempi precedenti abbiamo

Q(v2):Ql=2 e [Qn):Q]=+oo.
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Proposizione 1.10 — Caratterizzazione dei campi tramite ideali

Sia A un anello. Allora A é un campo se e soltanto se per ogni I C A ideale risulta

I=(0) oppure I=A.

Dimostrazione. Sia a € A\ {0}. Dobbiamo esibire un inverso di a. Consideriamo I'ideale
da esso generato (a), chiaramente

(aA)#0 = (a)=A = 1€ (a).

Ovvero esiste b € A tale che ab =1, quindi a ¢ invertibile.
Sia I C A un ideale tale che I # (0). Allora per ogni a € A possiamo fissare x € I,x # 0

e scrivere
1

a=ax X.
D’altronde ax™ ' € A e x €1, da cui
ax 'xel = ael,VaecA.

Ovvero A C I che implica immediatamente A = L. O

Proposizione 1.11 — Omomorfismi di campi

Sia @: F; — F2 un omomorfismo di campi. Allora ¢ ¢é iniettivo.

Dimostrazione. Sappiamo che Ker ¢ C Fy é un ideale. D’altronde F; € un campo, quindi,
per la teorema 1.10,

Ker @ = (0) oppure Ker @ = Fy.

Ma 1f, ¢ Ker@ in quanto @(1f,) = 1¢, # Of,. Quindi Ker¢ = (0), ovvero ¢ ¢
iniettivo. m|

1.3 CARATTERISTICA DI UN CAMPO

Sia F un campo, si mostra facilmente che la mappa

nvolte

©:Z—>FEn—=lg+lg+...+1g=nl—1— —1

¢ un omomorfismo di anelli. Pertanto il suo nucleo Ker ¢ ¢ un ideale di Z.

Definizione 1.12 — Caratteristica

Sia A un anello, si definisce caratteristica di A il pitl piccolo naturale n € N tale che

TIa+1a+...+14 =0a.

nvolte

Notazione. Se tale naturale non esiste si dice che A ha caratteristica 0 per
definizione.
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N\

C Teorema 1.13 — Caratteristica di un campo

Sia F un campo. Allora la caratteristica di F & zero oppure un numero primo.

Dimostrazione. Consideriamo nuovamente 1’omomorfismo ¢ introdotto all’inizio del
paragrafo e analizziamo due casi distinti:

e Se Ker ¢ = (0), allora
nlg=0 = n=0.

Per cui gli elementi non nulli di Z vengono mappati in elementi invertibili di F, ne
segue che @ puo essere esteso a Q tramite

n _
Q — F) — = (nh:)(mh:) 1»
m
ovvero in questo caso F contiene una copia isomorfa a Q ed ha caratteristica zero.
o Se Ker @ # (0) allora esiste m # 0 tale che m 1¢ = Of e si avrebbe

p=CharF=min{m|mlg=1g+1+...+ 1y =0},

¢ primo. Infatti se per assurdo p = ab si avrebbe p1r = ab 1 = (alg)(b1F).

D’altronde F & in particolare un dominio, per cui
plg=0 = alg=0 oppure bl =0,

ma cio € assurdo per la minimalita di p.

Inoltre in questo caso si ha Ker ¢ = (p) C Z, per cui il Teorema Fondamentale degli
Omomorfismi definisce un’inclusione
Z Z

m — ﬁ — K n (mod p) — nTg.

Ovvero F contiene una copia isomorfa a IF,, e ha caratteristica p.

Notazione. Quando F ha caratteristica p diciamo che F, ¢ il sottocampo
fondamentale di F.

Proposizione 1.14 — Binomio di Newton nei campi

Se F é un campo di caratteristica p allora

(a+b)P =aP +bP,Va,beF

Dimostrazione. Il binomio di Newton

((l-l—b)n _ i <1]:) anfkbk
k=0

¢ valido in ogni anello commutativo. Ora se n =7p si ha p | (i) perognik=1,...,p—1.

Quindi se F ha caratteristica p avremo

Pl (E) — (E)h::mph:m(ph)zolc,

da cui, sostituendo nell’espressione del binomio di Newton, si giunge alla tesi. O

7
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Osservazione. In generale vale
(a+b)P " =aP +bP ,Vn>1.

Per cui la mappa F — F, x — xP risulta essere un omomorfismo, detto Endomorfismo
di Frobenius. Tale endomorfismo risulta essere un automorfismo quando F é finito.

\.

1.4 ANELLI DI POLINOMI

Se F é un campo possiamo definire il seguente insieme
k
F[X] = Z an) aj cF
j=0
Inoltre se consideriamo due elementi
n m
fX)=) X e gX)=) bX,
j=0 j=0

possiamo definire le operazioni di somma

max{n,m} a; =0 sej>n
f+g) = a; +b;)X con )
(f+9) j:ZO (aj 2 {bjzo sej>m
e di prodotto
m—+n
(fg) = Z ¢ X con ¢j = Z an + bx.
j=0 h+k=j
0<hgn
o<k<m

Definizione 1.15 — Anello di polinomi

Sia F un campo. L’insieme F[X] si definisce anello di polinom: nell’indeterminata X a
coefficienti in F.

Osservazione. Si osservi che F[X] & un anello rispetto alle operazioni definite sopra,
inoltre risulta F C F[X] e F[X] un dominio.

Proprieta 1.16 (Divisione di polinomi). Siano f, g € F[X] con g # 0. Allora esistono
unici q(X), r(X) € F[X] tali che

f(X) = q(X)g(X) + r(X) con 1(X) = 0 oppure degr < degg.

Osservazione. F[X] é pertanto un dominio euclideo con il grado dei polinomi come
norma. In particolare é anche un dominio a fattorizzazione unica ed esiste sempre il
MCD di due elementi.

Proprieta 1.17. Siano f(X) € F[X] e a € F. Allora esiste unico q(X) € F[X] tale che

f(X)=(X—a)q(X)+c con ¢ = f(a).
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Osservazione. Se a ¢ una radice di f, ovvero f(a) = 0, allora
(X—a) [ f(X),

da cid segue inoltre che f ha al piu deg f radici.

Proprieta 1.18 (Algoritmo euclideo). Siano f,g € F[X] e supponiamo che d(X) =
(f(X),g(X)). Tramite Dalgoritmo euclideo delle divisioni ¢ possibile costruire
a(X), b(X) € FIX] tali che

a(X)f(X) +b(X)g(X) = d(X) con dega < degg e degb < degf.

Definizione 1.19 — Campo dei quozienti dei polinomi

Dal momento che F[X] ¢ un dominio di integrita possiamo considerare il suo campo
dei quozienti F(X). Esso ¢ costituito dai quozienti f/g, dove f, g € F[X] e g # 0.

1.5 FATTORIZZAZIONE DI POLINOMI

In questo paragrafo studieremo in quali casi & possibile determinare la riducibilita dei poli-
nomi.

In questo corso quando diciamo che f € Z[X] ¢ irriducibile si intende che per ogni g | f si
ha deg g = 0 oppure degg = f.

Proposizione 1.20 — Radici razionali di un polinomio a coefficienti interi

Sia f(X) = ap + a1X + ... + anX™ € Z[X] e supponiamo che q = N/D,N,D €
Z,(N,D) =1 sia una radice di f. Allora

N | ag e D|am.

Dimostrazione. Per ipotesi f(q) = 0. Se all’espressione di f(q) semplifichiamo il
denominatore, otteniamo

aoD™+a; D™ N+ .+ am  DN™ T4 a N™ =0 = D (aoD™ '+.. 4am_1) = —amN™,

da cui D | a,, N™. D’altronde (N,D) =1 — D | an.
Analogamente si mostra che N | ap. a

Esempio. Consideriamo il polinomio f(X) = X3 +aX+1,a € Z. Per la proposizione
le uniche possibili radici razionali di f sono x = +1, dove

fM=a+2 e f(-1)=—a.

Per cui se a # 0,—2 allora f ¢ irriducibile.

Proposizione 1.21 — Lemma di Gauss

Sia f(X) € Z[X] e supponiamo che f si fattorizzi in modo non banale in Q[X]. Allora
f si fattorizza in modo non banale anche in Z[X].
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Dimostrazione. Per ipotesi f = hg con h,g € Q[X] divisori propri di f. Certamente
esisteranno m,n € Z tali che

mh(X) = hy(X) € Z[X] e ng(X) = gi1(X) € Z[X],

da cui
mnf(X) =h;(X)g1(X). (%)

Vogliamo mostrare di poter assumere che mn =1.
Sep|nm leggiamo (x) in F[X], cosi da ottenere h1gy =, 0. D’altronde Fy, X] & un

dominio, per cui hq(X) =, 0 oppure g1(X) =, 0. Assumiamo h; =, 0, cio significa che
tutti i coefficienti di hy sono divisibili per p. Quindi

mh(X) =h(X) =ph2(X) = Tf(x) = h2(X)g:1(X),

iterando il procedimento si giunge alla tesi. O

Proposizione 1.22 — Fattori monici di un polinomio monico a fattori interi

Sia f(X) € Z[X] un polinomio monico. Supponiamo che g | f con g € Q[X] monico.
Allora g(X) € Z[X].

Dimostrazione. Scriviamo f = gh con g,h € Q[X] monici. Sappiamo, tramite lo stesso
argomento della che esistono m,n € Z tali che m g,nh € Z[X], consideriamo inoltre m,n
tali che abbiano un numeri di fattori primi minimi. Vogliamo ottenere una contraddizione
mostrando che se p | mn allora m, oppure n, non sarebbero minimali rispetto alla
proprieta di avere un numero minimo di fattori.

Supponiamo quindi che p | mn con p primo, allora

mg-nh=mnf = mg-nh=,0.

Siccome F,[X] ¢ un dominio, otteniamo mg =, 0 oppure nh =, 0. Assumiamo che
mg =,=0, in tal caso si avrebbe p [ m in quanto g & monico per ipotesi, da cui

M y(x) € ZIX],
P

che ¢ assurdo per la minimalita di m. a

Proposizione 1.23 — Criterio di Eisenstein

Sia f(X) = amX™ + am 1 X™ 4+ ...+ a1 X+ ap € Z[X] e supponiamo che esista p
primo tale che

1. p non divide an,.
2. p divide a; per ogni j € {0,...,m —1}.
3. p? non divide ag.

Allora f ¢ irriducibile in Q[X].

Dimostrazione. Se per assurdo fosse
anX™+ .o+ aX+ag= (b X" +... 4+ X+ bo)(cs X5 ...+ 1 X+ o).

Dal momento che p, ma non p?, divide ap = boco, si avrebbe che p deve dividere
necessariamente by oppure cp, assumiamo bg. Inoltre da

aj; = bocy + bico,


pr:lemmaGauss#proposizione precedente.,
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deduciamo che p | by. Analogamente da
az =bpcy + byt + baco,

deduciamo che p | b,. Iterando tale procedimento otteniamo che p divide by, by,...,b;
che @ assurdo per l'ipotesi che p { am,. O

Osservazione. Le proposizioni che abbiamo dimostrato finora in questo paragrafo sono
ancora valide se al posto di Z consideriamo un qualsiasi altro dominio a fattorizzazione
unica.

Proprieta 1.24. Sia f(X) € Z[X] e siano a,b € Q,a # 0. Allora f(X) ¢ irriducibile
se e solo se f(aX + b) & irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo che f(a X + b) sia irriducibile, se per assurdo fosse f(X) =
g(X)h(X) si avrebbe
flaX+b)=g(aX+b)h(aX+Db),

che é chiaramente assurdo. Analogamente si mostra il viceversa, infatti

F(X) = f(aX+b) = f(X) = F(% X — g)

d’altronde abbiamo gia mostrate che F(X) irriducibile implica F(1/a X —b/a) irriducibile.
O

~

Esempio. Consideriamo il p-esimo polinomio ciclotomico

p—1 .
:>§:__]1 T X 4. X :H(X—e“%) € ZIX]

j=1

$p(X)

Per mostrare che ¢,(X) ¢ irriducibile vogliamo sfruttare il criterio di Eisenstein.
Scriviamo ¢p (X +1):

XD =1 p—2 , {P\vp-3 P 1%
Bp(X+1) = g =X X (P )xr e (P xr (P ),

otteniamo quindi che ¢, (X + 1) & un p-eisenstein, per cui ¢, (X + 1) & irriducibile e
di conseguenza ¢y (X) ¢ irriducibile.

‘8 Teorema 1.25 — Irriducibilita in Z[X] é deterministico

Sia f(X) € Z[X], allora esiste un algoritmo per fattorizzare f. Ovvero I'irriducibilita
di un polinomio in Z[X] ¢ un problema deterministico.

J

Dimostrazione. Possiamo assumere che f sia monico a meno di moltiplicare per una
costante, per cui

fX) =X+ X™ ' ..+ am, con a; € Z.

Dal Teorema Fondamentale dell’Algebra sappiamo che esistono «q,..., oy € C tali che

m

f(X) = [(X— o).

j=1

"

tramaite il binomio
di Newton
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Osserviamo che dall’identita

O:f(cxj):oc?—ka]cx}“*]+...+am,

si deduce che |oy] & limitata e puo essere stimata in termini dei soli coefficienti di f. Infatti
avremo

m
a Am—1 la|
|ocj|<’n;“1 =t ] = |ocj|<Z|(x_|H
j j k=1"'")
Da cui
m
o1 > 1 = oy < ) laul,
k=1
ovvero

[og; <maX{ 1,Z|ak\ },Vj =1,...,m
k=1

Ora se g(X) ¢ un fattore monico di f(X), allora le sue radici saranno un sottoinsieme di
quelle di f e i suoi coefficienti saranno polinomi simmetrici nelle sue radici. Per cui i
moduli dei coeflicienti di g saranno limitati in termini dei coefficienti di f. Dal momento
che essi sono anche interi, ne deduciamo che esistono solo un numero finito di possibilita
per g(X). Per cui, per trovare i fattori di f(X), dobbiamo analizzare un numero finito di
casi. m|

Osservazione. Tale procedimento puo essere esteso anche ai polinomi in Q[X]. Infatti
se f € QIX] possiamo renderlo monico tramite la moltiplicazione per un razionale e
infine sostituirlo con

X

Fp(f) := D& rf (D> ,

dove D ¢ il mcm dei denominatore dei coefficienti di f. Abbiamo cosi ottenuto un
polinomio monico a coefficienti interi che ha le stesse radici di quello di partenza.

Esempio. Se f(X) = X —1/2 possiamo scrivere

Fo(f) = 2! @—%) =X-1.

Definizione 1.26 — Estensione di campi

1.0 ESTENSIONE DI CAMPI

Se E, F sono campi e F C E ¢ un sottocampo, diciamo che E & un’estensione di F. ]

Definizione 1.27 — Grado dell’estensione

Notazione. Per denotare che E é un’estensione di F scriviamo E/F.

Il grado di un’estensione E/F é la dimensione di E come F-spazio vettoriale:

[E : F] ;== dimf E.

Notazione. Diciamo che E/F ¢ un’estensione finita se [E : F] < +oo0.
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Esempio. e C/R ¢ un’estensione finita e [C : R] = 2, infatti {1,1} ¢ una R-base
di C.

e R/Q ¢ un’estensione infinita. Infatti se fosse [R : Q] < +oo, allora esisterebbe
n tale che R =g Qm, il che é assurdo in quanto Q ha cardinalita numerabile
ed n — copie di Q sarebbero ancora numerabili, mentre R ha la cardinalita del
continuo.

o Il campo dei numeri di Gauss Q(i) ={a+1b| a,b € Q } ha dimensione 2 come
estensione di Q. Infatti {1,1} ¢ una Q-base.

e Il campo dei quozienti di un campo F, definito come
f

¢ un’estensione infinita di F. Infatti {1,X, Xz,...,X”,...} ¢ una famiglia
infinita in F(X) che ¢ F-linearmente indipendente.

\. J

Proposizione 1.28 — Formula del grado

Consideriamo L, E, F campi tali che L D E D F. Allora L/F ha grado finito se e soltanto
se L/E e E/F hanno grado finito, nel qual caso vale

[L:F]l =[L:EJE:F.

Dimostrazione. Supponiamo che L/F sia finita, allora E/F é& finita poiché E ¢ un F-
sottospazio di L. Inoltre anche L/E ¢ finita, infatti se (&1,..., &) sono generatori di
L/F, ovvero

L={ajot1+...+ar | a; € F},

allora a maggior ragione
L={bjox;+...+brx. | by € E}.

Supponiamo che L/E e E/F siano estensioni finite. Siano (ot1,...,%¢) ¢ (B1,...,Bs)
rispettivamente una F-base di E e una E-base di L. Vogliamo mostrare che
(iB)i=1,....t»
=1 s

¢ una F-base di L. Da cio seguirebbe [L:F] =ts =[E: F][L: E].

Per prima cosa («i, 3;j)i,; genera L: sex € L, allorax =x1B1+...+XsBs conxy,...,xs €
E. Ora per ogni j = 1,...,5 avremo Xj = X150¢1 + ...+ X¢j&¢, in quanto (otq,...,0) €
una base di E. Sostituendo otteniamo

t S
X = E E Xij 0 B,
i=1j=1

ovvero (oifj)i,; genera L/F.
Inoltre (o, Bj)i,j sono linearmente indipendenti: supponiamo che esistano yi; € F tali

yljoq—i—...—kytjoctzo - y]j,...,ythO,V]'. O

che
> yyaiBs =0,
1,
allora
(Yrro 4+ .o+ yao) Br+yrzoa + ..o+ yeaay) B2+ A+ (Y151 + .o+ Yesote) Bs =0,
€k €E €E
da cui yr1jo1 + ... + ygor = O per ogni j per la lineare indipendenza di (B1,...,Bs).
D’altronde poiché («q,..., o) ¢ una F-base di E si ha

13
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1.7 SOTTOANELLI GENERATI DA SOTTOINSIEMI

Definizione 1.29 — Sottoanello generato da un sottoinsieme .

Sia F un sottocampo di un campo E e sia S C E. Definisco il sottoanello di E generato
da S su F come il piu piccolo sottoanello di E che contiene F e S:

F[S] := ﬂ R.

RCE anello
FCR,SCR

Notazione. Quando S ={xq,...,x,} & finito scriviamo Flxy,..., an] per FIS].

Proprieta 1.30. L’anello F[S] consiste negli elementi di E che possono essere scritti
come somme finite della forma

E Qi .in 0(‘;1 et (X}L“, con Qy, .. i, € F, o € S.

Dimostrazione. Supponiamo che R sia I'insieme di tutti tali elementi. Chiaramente R ¢ un
sottoanello che contiene F, S, per cui F[S] D R. Inoltre ogni altro sottoanello che contiene
F, S deve necessariamente contenere R per le proprieta di un anello. Quindi F[S]=R. O

Esempio. L’anello Q[71] consiste in tutti i numeri complessi che possono essere
espressi nella forma

Qo+ 17T+ @ + ...+ anm™, con a; € Q.

Proprieta 1.31. Sia R un anello integro e sia F C R un campo. Se dimpR < oo
allora R & un campo.

Dimostrazione. Per ogni 3 € R, # 0 consideriamo la mappa f: R — R;x — B x. Tale
mappa € un applicazione lineari di F-spazi vettoriali, infatti

flax+by)=PR(ax+by)=PFax+Pby=af(x)+bfly).

Inoltre f ¢ iniettiva, infatti Kerf ={x € R| Bx =0} = (0) in quanto R ¢ integro. Ricor-
dando che un endomorfismo fra spazi finiti quando ¢é iniettivo é anche suriettivo si avra
che

JaeR:fa=1 = f invertibile. m|

1.8 SOTTOCAMPI GENERATI DA SOTTOINSIEMI

Definizione 1.32 — Sottocampo generato da un sottoinsieme

Sia F un sottocampo di un campo E e sia S C E. Definisco il sottocampo di E generato
da S su F come il piu piccolo sottocampo di E che contiene F e S:

Fs)= ()] L

LCE sottocampo
FCL,SCL
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Notazione. Quando S ={«1,...,&n} € finito scriviamo F(xq,...,an) per F(S).

Osservazione. Dal momento che i sottocampi sono in particolare sottoanelli, avremo
FIS] C F(S).

Proprieta 1.33. F(S) ¢ il campo dei quozienti di F[S], ovvero

X
f(S) = { " x,y € F[Sl,y #0 }
Dimostrazione. Segue dal fatto che F(S) & un sottocampo che contiene F e S e che &
contenuto in ogni altro sottocampo con questa proprieta. O

Osservazione. Dalla teorema 1.31 sappiamo che F[S] ¢ un campo se ha dimensione
finita su F. In tal caso si avrebbe F(S) = F[S].

Definizione 1.34 — Estensione semplice

Un’estensione E/F si dice semplice se esiste « € E tale che F(a) = E.

[ Esempio. Q(71) e Q[i] sono estensioni semplici di Q.

Definizione 1.35 — Estensione finitamente generata

Un’estensione E/F si dice finitamente generata se esistono «q,...,0x, € E tale che
Flotry..., o) = E.

1.0 ANELLI COL GAMBO

Sia f(X) € F[X] un polinomio monico di grado m e sia (f) 'ideale generato da f(X). Conside-
riamo 'anello quoziente F[X]/(f) e denotiamo con « 'immagine di X in tale anello, ovvero
sara la classe laterale X + (f(X)). Ne segue:

e La mappa
FIX] — Flod, P(X) = P(a),

& un omomorfismo suriettivo in cui f(X) viene mappato in 0, ovvero (o) = 0.

e Dall’algoritmo euclideo delle divisioni, sappiamo che ogni elemento g(X) € F[X]/(f) &
rappresentato da un unico polinomio r(X) con degr < m. Quindi ogni elemento di
FIX]/(f) puo essere scritto come

Qo+ a1 + .o+ Qo™ con a; € F. (x)

e Per sommare due elementi nella forma (x) ¢ sufficiente sommarne i coefficienti.

e Per moltiplicare due elementi nella forma (x) si deve moltiplicare nel modo usuale,
sfruttando la relazione (o) = 0 per scrivere i termini di grado superiore a m in termini
di grado inferiore.

15
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e Supponiamo che f(X) sia irriducibile. Allora ogni elemento $ € Fla] ha un inverso.
Tale inverso puo essere trovato scrivendo f = g(«) con g(X) un polinomio di grado
inferiore a m, per poi applicare I’algoritmo euclideo per ottenere a(X) e b(X) tali che

a(X)f(X) +b(X)g(X) =d(X),  con d(X) = (f(X),g(X)).

Nel nostro caso f ¢ irriducibile per cui d(X) = 1. Inoltre degg < degf, per cui
sostituendo « si ottiene

b(a)gle) =1 = gla) ™! =D(w).

Definizione 1.36 — Anello col gambo

Sia F un campo e sia f un polinomio monico in F[X]. Si definisce anello col gambo
I’anello
R={a+ara+...+am_ta™" |a; €F},

con le operazioni definite sopra e tale che

Osservazione. Se T € F[X] ¢ irriducibile Flx] ¢ un campo, per cui Fla] = F(«), e inoltre

degf=mn = [Fl«] : F|.

Esempio. Consideriamo f(X) = X3 —3X —1 € Q[X]. Avremo che
Qd={a+ba+ca’|abeceQ}.

Inoltre f ¢ irriducibile in Q[X], per cui Q[a] ¢ un campo ed ha base (1, «, ?) come
Q-spazio vettoriale.
Consideriamo adesso 3 = ot +203+3 € Qlo. Sapendo che o3 —3x—1 = 0 otteniamo

B=(Bax+1)a+6x+2+3=3c0"+7a+5.
Vogliamo calcolare I'inversa di 3. Dal momento che f(X) ¢ irriducibile in Q[X] segue
(X3 —3X—1,3X>+7X+5)=1.
Applicando 'algoritmo di Euclide otteniamo 'identita di Bezout

7. 29 7 26, 28
3 _ _ _ i 2 N2 v bl R
(X3 —3X 1)( 3)7x+m>+(3x +7x+5)<mx +mx+m) 1,

da cui segue immediatamente

7, 26 28

7]__ v “=°
B = et

110 ELEMENTI ALGEBRICI E TRASCENDENTI
Sia E/F un’estensione e sia o € E, avremo che
¢: FIX] = E,h(X) — h(a),

¢ un omomorfismo di anelli.



Definizione 1.37 — Elemento trascendente .

1.10 ELEMENTI ALGEBRICI E TRASCENDENTI |

Se Ker ¢ = (0) diciamo che « & trascendente su F.

Osservazione. Quando un elemento ¢ trascendente significa che per ogni h € F[X], h #
0 si ha h(x) # 0. Cio significa che 'immagine di ¢ & isomorfa a F[X], ovvero Fla] =
FIX]. Inoltre avremo

FIX] < E

F(X)

\

Esempio. Prendiamo E =C,F =Q e o = 71. Siccome 71 & trascendente si ha
QX =Qn] C C.

Cio significa che Q[7t] & algebricamente indistinguibile da Q[X].

Definizione 1.38 — Elemento algebrico

Se Ker @ = (fy) diciamo che « ¢ algebrico su F.

Definizione 1.39 — Polinomio minimo .
I polinomi g tali che g(«) = 0 formano un ideale non banale in F[X]. Tale ideale &
generato dal pilt piccolo polinomio monico f4 tale che fo (o) = 0. Definiamo f, come
il polinomio minimo di o« su F.

Osservazione. 11 polinomio minimo ¢é irriducibile poiché altrimenti vi sarebbero due
elementi non nulli di E che hanno come prodotto zero.

Osservazione. Siccome F[X]/(fy) = Flad, in Fla] possiamo assumere che tutte le espres-
sioni polinomiali abbiano grado minore di degfy. Cioé I'immagine tramite ¢ ¢ il
campo col gambo F[] di gambo f,. In questo caso si ha che

Inoltre [F[oc] : F} =degfy e (1,x..., a8 f«=1) & una base.

Proposizione 1.40 — Caratterizzazione del polinomio minimo

Se E/F & un’estensione e & € E ¢ algebrico su F, il polinomio minimo f & caratterizzato
come polinomio di F[X] da ognuna seguenti condizioni:

e L’unico polinomio monico e irriducibile in F[X] che si annulla in «.

e L’unico polinomio monico con la proprieta che se g(X) € F[X] e g(a) = 0 allora
falg.

e [’unico polinomio monico che si annulla in & e ha grado minimo.

17
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Esempio. Su (Q[al, «® =3+ 1) prendiamo «? € Q[a]. Vogliamo stabilire se o® ¢
trascendete su Q. Se non lo é vogliamo trovare il suo polinomio minimo.
Prendiamo un generico polinomio X3 +A X? + B X+ C. Se trovo A, B, C € Q tali che

una volta sostituito a? nel polinomio ottengo zero, ho trovato il polinomio minimo:
0 +Ax*+Ba?+C=0 < (Ba+1) > +ABx’+a)+Ba?+C=0
= (9o +6x+1)+ABa*+a)+Ba®+C=0
— BA+B+9N?+(A+6)a+ (C+1)=0,

da cui
3A+B+9=0 A=-—6
A+6=0 — (B=9
C+1=0 C=-1

ovvero f2(X) = X3 —6X2 +9X — 1. Quindi
Q C Q&%) C Qled = Q().
Con [Q[«] : Q] = deg(a® —3x —1) =3 e ancora [Q(«?): Q] =3, da cui

[Qled : Q)] =1 = Q&) = Q(ec?).

Definizione 1.41 — Estensione algebrica

Un’estensione E/F si dice algebrica se ogni elemento « € E é algebrico in F. ]

Definizione 1.42 — Estensione trascendente

Un’estensione E/F si dice trascendente se non ¢ algebrica, ovvero se esiste un elemento
3 € E che ¢é trascendente su F.

Proposizione 1.43 — Caratterizzazione estensione finita

Sia E/F un’estensione. Allora E/F ¢ finita se e soltanto se E/F e algebrica e finitamente
generata.

=) Dimostrazione. Supponiamo che E/F sia un’estensione finita, allora

e E/F algebrica: se per assurdo esistesse 3 € E trascendente su F, si avrebbe che
(1,B,...,B™,...) sarebbero linearmente indipendenti su F. Cido implicherebbe che
dimp E = 0o che é assurdo per la finitezza dell’estensione.

e E/F finitamente generate: se E = F allora E = F(1); se invece E D F, preso oy € E—F
avremmo
EDFla] DOF

In particolare Flo;]/F ¢ finita per cui Fla;] = F(a7). Ora se E = Flx7] abbiamo
mostrato la tesi, altrimenti se E D F[x1] possiamo trovare o; € E—F[a7] ottenendo

E D Flay, 2] D Fleer] D F,

che sono tutte estensioni finite. Posso quindi iterare il processo scrivendo E D
Floery ...y o) = F(oqy ..., o). Tale processo deve terminare poiché

ming. ..oy = [Flag, ... o000 : F] = [Floag,..., ond s Flowr, .oy o] [Flo, ooy aaeq] 2 F,
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dove nj = [Flot, ..., 04 : Flag, ..., 5-1]] > 1. D’altronde ny -...-ny | [E: F] < oo,
per cui deve esistere k¢ tale che

ny-...-ng, =[E:F] = E=Flo,...,x]

Supponiamo che E/F sia un’estensione finitamente generata, con E = Floq,..., k], e
algebrica. Dobbiamo mostrare che é finita.

e Se k = 1 allora E = Fla]/F ¢ finita di grado degf, poiché F[x] risulta essere un
campo col gambo.

e Se k > 1 possiamo scrivere E = Flxq,..., &x_1]lax] che per induzione ci dice che
Floery ..., 0_1]1/F ¢ finita. Inoltre E/Flaq, ..., xx_1] & finita perché ¢ un campo col
gambo, il cui gambo ¢ il polinomio minimo fy, su Flag, ..., ax—1]lou] e il suo grado
e

[E:F] = [E:F[oq,...,ock,ﬂ] [F[OC],...,OCk,ﬂ :F] < oo. |

<0 <0

Corollario. Siano E/F un’estensione algebrica e R un anello tale che F C R C E.
Allora R é un campo.

Dimostrazione. Preso o« € R\ {0} avremo che « ¢ algebrico su F in quanto elemento di E.
Ora Fla] ¢ algebrico e finitamente generato, quindi per la proposizione precedente Flx] ¢
finito, ovvero Fla] = F(«). Da cui segue

1
— € Fla] C R,
o

poiché cio vale per ogni elemento non nullo di R, segue che R é un campo. O

Corollario. Siano E/F e L/E due estensioni algebriche. Allora L/F ¢ un’estensione
algebrica.

Dimostrazione. Sia o« € L. Dal momento che L/E & algebrica esistera f € E[X] monico
tale che () = 0. Dove

fX)=X"+arX™ " .+ am, con qj € E.

Per ipotesi E/F & algebrica, per cui a5 € E = Flay,...,am] & ancora algebrica su
F, inoltre ¢ finitamente generata. Quindi per la proposizione Flaj,...,am]/F & finita.
Inoltre anche

Flai,...,am, «l/Flas, ..., aml,

¢ finita poiché Flas,...,am,a] = Flaj,...,amlla] & anello col gambo su Flai,...,anm].
Quindi per la la formula del grado avremo

[Flar,...,am,a] : F] = [Fla,...,am, ol : Flay, ..., aml] [Flar, ..., am] : F] < 4o0.

Ovvero Flay,...,am, o ¢ finito, e quindi algebrico, su F. O

1.11 NUMERI TRASCENDENTI

Un numero complesso si dice algebrico o trascendente secondo che sia algebrico o trascendente
su Q. Per comodita definiamo l'insieme dei numeri algebrici

A={oeC|«e¢algebricosu Q}.
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Si puo dimostrare che A ¢ un campo e che ha cardinalitd numerabile.
Ora riportiamo alcuni cenni storici:

1844 Liouville dimostra ’esistenza di numeri trascendenti, ovvero che C — A # .
1873 Hermite dimostra che e & un numero trascendente.

1874 Cantor dimosta che 'insieme A ¢ numerabile e che R non lo é. Cid prova che la
maggior parte dei reali sono trascendenti, anche se ¢ molto difficile dimostrare che un
numero specifico lo sia.

1882 Lindemann dimostra che 7t é trascendente.

1934 Gel'fond dimostra che se o e B sono algebrici con o, # 0,1 e p € Q, allora oP ¢
trascendente.

2016 Non ¢ stato ancora dimostrato se la costante di Eulero-Mascheroni
AR
= 1 — —InN
Y= ( Z no 0 )’
n=1
¢ trascendente o addirittura se & irrazionale.

2016 Nonostante i numeri 7t + e e 7T — e siano certamente trascendenti non ¢ stato ancora
dimostrato se sono irrazionali.

Proposizione 1.44 — Numerabilita dell'insieme dei numeri algebrici

L’insieme A dei numeri algebrici € numerabile.

Dimostrazione. Definiamo Daltezza H(r) di un razionale r = n/m, con (n,m) = 1 e
n e Z,meN, come
H(r) = max [n|, m.

E é facile convincersi che vi sono solo un numero finito di razionali con la proprieta di
avere l'altezza minore di un certo N fissato. Definiamo inoltre I'altezza di un polinomio
monico come

H(ao+ a1X + ...+ an 1 X" " +X") = max{ H(aop),...,H(an_1) }.
La strategia & mostrare che, definito B,, ={ & € A | degf, < n,H(fy) < n} si abbia

A=[JBn e  #Bn<+oo.
neN

Da cui seguirebbe che #A ¢ numerabile in quanto unione numerabile di insiemi finiti.
Anche in questo caso ¢ facile convincersi che #B,, ¢ finito. m|

N

C Teorema 1.45 — Trascendenza di un numero di Liouville

Il seguente numero di Liouville

= 1
CX:ZF
n=0

¢ trascendente.

J

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che « sia algebrico. Scriviamo il polinomio
minimo di o

foX) =X+ a1X¥ " +...+aq, cong€Q.
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Fissato N € N definiamo
N
1
IN=D gur
n=0

Chiaramente avremo che Xy € Q e LNy — o monotonicamente. Inoltre avremo che
XN = fo(En) € Q — {0}, in quanto f, & un polinomio irriducibile in Q e pertanto non
puod avere radici razionali a meno che non sia di grado uno, ma in tal caso la sua unica
radice sarebbe «.

Sia D € Z tale che D f(X) € Z[X], per cui avremo

CM)'DXpeZ—{0} e 1<I2M) DXl
Ora per il Teorema Fondamentale dell’Algebra
fa(X) = (X—o)(X—az) ...  (X—aa),

da cui
d

Xnl=1Zn — o [ [IZn — ol
=2

In particolare, da k > N+ 1 = k! — (N + 1)! > k, avremo

=1 1 =1 2
o= Y o0 S I 2 7 S e

k=N+1 k=0
Inoltre
Zn — oyl S InH oyl < o+ M, con M = max{ |az],..., |l }.
Quindi
2 _
IXnl < m(‘x‘f‘ My,
ovvero
a N!
d (zN!) 2 _ zd B
1<) DXNI S Sy (0 M) = (5 ) 2+ M),
che tende a zero, da cui I'assurdo. O

.12 CAMPI ALGEBRICAMENTE CHIUSI

Notazione. Diciamo che un polinomio si spezza su un campo F se puo essere scritto
come prodotto di polinomi di grado 1 in F[X].

Definizione 1.46 — Campo algebricamente chiuso

Un campo Q si dice algebricamente chiuso se ogni polinomio non costante in Q[X] si
spezza in Q.

Osservazione. C é algebricamente chiuso come immediata conseguenza del Teorema
Fondamentale dell’Algebra.
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Proposizione 1.47 — Caratterizzazione di campi algebricamente chiusi

Sia Q un campo, allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
1. Ogni polinomio non costante in Q[X] si spezza in Q.
2. Ogni polinomio non costante in Q) ha almeno una radice in Q.
3. Se un polinomio su Q[X] ¢ irriducibile allora ha grado 1.

4. Se E/Q ¢& un’estensione finita allora E = Q.

Dimostrazione. Le implicazioni (1) = (2) = (3) = (1) sono ovvie.
(3) = (4) Sia E/Q un’estensione finita e sia & € E. Il polinomio minimo f(X) € Q[X] ¢ irriducibile,
quindi, per ipotesi, deg f, = 1. In particolare

faX)=X—a = aeQ,

da cui E C Q.
(4) = (3) Sia f(X) € Q[X] un polinomio irriducibile. Consideriamo Q' = Q[X]/(f), avremo che
Q’/Q & un’estensione finita con
[Q": Q] = degf.
D’altronde per ipotesi Q' = Q, quindi 1 =[Q’: Q] =degg. |

Osservazione. C(X)/C & un’estensione non banale di C ma ¢ infinita.

Definizione 1.48 — Chiusura algebrica

Un’estensione Q/F si definisce chiusura algebrica di F se
e Q/F é un’estensione algebrica.

e () ¢ algebricamente chiuso.

Esempio. C/R é una chiusura algebrica, d’altronde C/Q non lo é in quanto non &
un’estensione algebrica.

Proprieta 1.49. Sia Q/F ¢ un’estensione algebrica e supponiamo che per ogni f €
F[X] si abbia che f si spezza in Q[X]. Allora Q ¢ algebricamente chiuso.

Dimostrazione. Sia f € QI[X] con degf > 1. Vogliamo trovare una radice di f in Q.
Scriviamo il polinomio come

f(X) = an X" +...+ a1 X+ aop, con a; € Q.

Supponiamo per assurdo che f sia irriducibile. Allora possiamo trovare un’estensione L/Q
tale che f ha una radice in L. Infatti ¢ sufficiente prendere L = Q[X]/(f). In particolare
avremo L/Q finita e f() = 0 per una certa « € L. Inoltre

F C Flag,...,an] € Flagy...,an,a] C L =Ql«l.

Dove la prima estensione é finita in quanto algebrica e finitamente generata, mentre
la seconda lo € poiché costruita con la radice di un polinomio nel campo di partenza.
Quindi per la la formula del grado avremo che Flayg, ..., an, al/F ¢ finita, e in particolare
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« soddisfa un polinomio irriducibile in F[X]. Ovvero esiste g € F[X] tale che g(«x)
Ora, per ipotesi, g si spezza in Q, per cui x € Q.

=0.
O
Osservazione. In particolare Q ¢ una chiusura algebrica di F. ]

Proprieta 1.50. Sia E/F un’estensione, allora
Agr ={a € E|«x ¢ algebrico su F}

€ un campo.

Dimostrazione. Siano o, 3 elementi algebrici di F. Allora F[x, 3] & un campo ed un’esten-
sione finita di F, in quanto algebrico e finitamente generato. In particolare ogni elemento
di Fle, B] sara algebrico su F, compresi

o+ B; o f;

®| R
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Definizione 2.1 — Omomorfismo di campi

Siano E/F e E’/F estensioni di F. Si definisce F-omomorfismo un omomorfismo
@:E—FE,

tale che @(a) = a per ogni a € F.

Osservazione. Un F-omomorfismo € iniettivo in quanto omomorfismo di campi.

Osservazione. Se [E : F] = [E/ : F] < +oo allora ¢ ¢ un isomorfismo in quanto
omomorfismo iniettivo fra spazi della stessa dimensione.

Osservazione. Se @ ¢ un F-omomorfismo e g € F[X] allora

g(@(B)) = @(9(B))V B € Flul.

Proprieta 2.2. Sia F(«) un’estensione semplice di F e sia E/F un’altra estensione.
Supponiamo che « sia trascendente su F. Allora per ogni F-omomorfismo ¢: F(a) — E,
si ha @(a) trascendente su F. Inoltre vi ¢ una corrispondenza biunivoca

{@: F(a) = E | @ F-omomorfismo } «+— { x € E | x trascendente su F }

or— oa) e (MHM><—1X
gle)  g(x)

tramite

avremmo
0=g(e(x) =9(g9(x)) = gla) =0,
che ¢ assurdo per la trascendenza di «.
Pomomorfismo @: F(a) = E, & — x, il quale si estende in modo unico a
Flod s FIx] C E, (o) s h(x),
da cui

ha)  h(x)
"ha(e)  ha(x)”

Si mostra facilmente che una funzione é 'inversa dell’altra.

Flo) - F(x) CE

Dimostrazione. Supponiamo che @: F(a) — E sia un F-omomorfismo. La mappa ¢ +—
@(at) @ ben definita, infatti se per assurdo esistesse g € F[X] tale che g((p(oc)) =0, allora

Supponiamo che x € E sia trascendente su F. La mappa x —— (& — x) definisce
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Proprieta 2.3. Sia F(x) un’estensione semplice di F e sia E/F un’altra estensione.
Supponiamo che « sia algebrico su F e che f(X) sia il suo polinomio minimo. Allora
per ogni F-omomorfismo @: Flal — E, si ha che @(a) & una radice di f,(X) in E.
Inoltre vi é una corrispondenza biunivoca

{@: Floa] = E | @ F-omomorfismo } +— {7y € E |y radice di fy }

tramite
@ — @(x) e (= y) <—.

Dimostrazione. Scriviamo il polinomio minimo di o

foX)=X"+ar XV T 4. +an.

Supponiamo @: Fla] — E sia un F-omomorfismo, mostriamo che @ (o) ¢ una radice di f4:

A"+ are()" T+ Fan1e(a) 4+ an

(
(™) + @la)e(a™ ) +...+ @lan_1)e(x) + @(an)
(™ +aro™ "+ .. a1+ an)

Viceversa se Y & una radice di f,, dobbiamo mostrare che y — (« + 7vy) individua un
ben definito F-omomorfismo Fla] — E, oc — y. Cio & vero in quanto

FIX] - E,X =y,
ha (fy) come nucleo, per cui viene indotto I’omomorfismo

FIX]

Flo = — — E,a+— . |

(fo)

Osservazione. Dalla proposizione segue che se Flx]/F ¢ algebrica, allora

#{ @: Fla] — E | @ F-omomorfismo } < deg f.

Esempio. Supponiamo che F = Q,a = v/2 ¢ E = C. Stiamo quindi considerando i
Q-omomorfismi del tipo @: Q[v/2] — C. Per la proposizione vi ¢ una corrispondenza
biunivoca

{ ¢: Q[vV2] = C | ¢ Q-omomorfismo } + {y€C|yradice di X =2} ={v2,-V2}

Per cui i Q-omomorfismi possibili sono quelli tali che

V2 V2 oppure V2 —V2.

25
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C Teorema 2.4 — Corrispondenza fra F-omomorfismi di estensioni sempli-
ci

Sia F(o) un estensione semplice di F e sia @o: F — E un omomorfismo di campi.
Allora vi & una corrispondenza biunivoca:

e Se « ¢é trascendente
{@: Fla) = E| @l = @0, @ omom. } +— {x € E | x trascendente su @¢(F) }.

e Se « & algebrico

{@:Fl) = E| @l = @o,  omom. } «— { B € E | B radice di fy }.

- J

Dimostrazione. Questo teorema € una generalizzazione delle due proprieta precedenti.
Non forniremo un’ulteriore dimostrazione. O

Proprieta 2.5. Supponiamo che E;,E; siano campi aventi la stessa caratteristi-
ca. Allora gli omomorfismi E; — E; sono F-omomorfismi, dove F ¢ il sottocampo
fondamentale di entrambi, ovvero

F=Q oppure F=T,.

2.2 CAMPI DI SPEZZAMENTO

Definizione 2.6 — Campo di spezzamento

Un’estensione E/F si definisce campo di spezzamento di f € FIX] se

e f sispezza in E:

n
f(X):aH(X—ij), con o € Ey,n = degf.
j=1

° EZF[OC],...,OCn].

Esempio. Q[v2] & un campo di spezzamento per X2 —2 = (X —v2)(X +v2) in Q

Proprieta 2.7. Sia f € F[X] e supponiamo

f=a (X—(X]').

1

n

)

Se E/F & un campo di spezzamento per f, allora

E=Flog,...,00n] =Floqy .oy o1l

|  Dimostrazione. L’inclusione Flaq,...,an] 2 Flog,...,&n—1] ¢ banalmente vera. Per
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dimostrare I'uguaglianza ¢ quindi sufficiente mostrare che «,, € Flx1,...,xn_1]. Ora
n
aX "+ XV 4. +a, =f(X aHX o),
j=1
da cui : a;
Z:—((X]'f‘OCZ"‘-n"'O‘n):>o‘n:_€_(x1_"'_(xn_]' O

27mi

Esempio. Troviamo un campo di spezzamento per X> —2 € Q[X]. Posto w = e ™3
avremo

X3 —2=T(x=wi2s).

b
I N
[

Quindi un campo di spezzamento ¢ Q23 , w23, w223 ]. Per la proposizione precedente

avremo

QI23,w23,w?23] = Q2%, w23].
Inoltre Q[23,w25] = Q[23,w]. Infine si pud dimostrare che

QR2%,w] = Q27 + wil.

Esempio. Un campo di spezzamento di X* —2 &

QI27,—27,i27,—i27] = Q[27,12%] = QI27,l.

Esempio (p-esimo polinomio ciclotomico). Consideriamo il p-esimo polinomio
ciclotomico

p—1

p—1
Gp(X)=1+...+ X7 =] (X- =[[x-3a).
j=1

j=1

Tale polinomio ha come campo di spezzamento

Qltp, &3y, 57 = QIGp].

Esempio (Polinomio di grado 2). Consideriamo un generico polinomio di secondo
grado irriducibile in Q:
f(X)=X*+aX+b.

Se D¢ = a? — 4b ¢ il discriminante di f, allora un campo di spezzamento di f ¢ il
seguente:

g[-5+ 2 2 VO _quB

Esempio (Polinomio di grado 3). Consideriamo un generico polinomio di terzo grado
irriducibile in Q:

fX) =X+ X2+ bX+c=(X—a)(X—a)(X—a3).

Sappiamo che Qlag, 2] & un suo campo di spezzamento. Ora per la formula del
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grado
[Qlext, o2] : Q] = [Qlovy, 2] = Qlex]] [Qlovy] : Q]

dove [Q[om] : Q] = 3, mentre rispetto a Q[a;] possiamo considerare Q[o¢7, ocz] come
il campo di spezzamento del polinomio

f(X)
X — X1

€ Qlau][X],

che ha grado 2. Per cui il grado [Q[oq , 0] Q[oq]] puo essere 1 oppure 2.

In conclusione un polinomio irriducibile di grado 3 ha un campo di spezzamento di
grado 3 oppure 6. Vedremo in seguito che il grado ¢ 3 se e soltanto se D¢ € un
quadrato perfetto.

Proposizione 2.8 — Stima della dimensione del campo di spezzamento

Sia f € F[X] un polinomio di grado n. Allora esiste un campo di spezzamento E/F di
f e vale
[E:Fl <n!

Dimostrazione. Siaf € F[X] esia F; = Flaq], dove a7 ¢ una radice di un fattore irriducibile
di f. In particolare fy, | f, da cui

[F1 : Fl =degfq, < degf.

Prendiamo ora F, = Fi[x;], dove oy & una radice di un fattore irriducibile di f(X)/(x —
1) € F1[X]. Avremo
fo, € F1X] [F2:Fi]l =degfy, < (degf—1)

Iterando per ogni 2 < k < n troviamo Fy, = F_ 1[0 ], dove ayx ¢ una radice di un fattore

irriducibile di
f(X)

(X=aq) oo (X—o1)
dove [Fy : Fx_1] =degfy, < (degf—k+ 1), con fy, € Fx—1[X]. Infine avremo

€ ka1 [X]>

Fn=Fnoilanl =... =Flog, ..., on]

il quale sara un campo di spezzamento di f. In particolare, per la formula del grado,

avremo
n
abbiamo posto [Fr:F = H[Fj : Fj—]] <n! O

Fo =F j:]

Osservazione. A priori 1 < [E : F], d’altronde se f ¢ irriducibile in F[X] si han < [E : F]
in quanto
EDFla] DO F

dove « é una radice di f e sappiamo che [F[oc] : F] = n Inoltre in tal caso vale anche
n|[E:F.

Esempio. Tramite 1'osservazione precedente si pud dimostrare facilmente quale sia
il possibile grado del campo di spezzamento di un polinomio irrducibile di grado 3.
Infatti se E ¢ il campo di spezzamento di f € F[X] avremo

3<[E:F 3! e 3| [E:F,
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da cui
[E:F]=3 oppure [E:F] =6.

Esempio. Se f € F[X] & un polinomio irriducibile di grado 4 e se E/F & un suo campo
di spezzamento, avremo

4<[E:FI<4=24 e 4|[E:F,

quindi i possibili gradi di E sono 4, 8,12, 16, 20, 24

\. J

Proposizione 2.9

Sia f € F[X] e siano E;/F, E2/F due estensioni tali che E; ¢ generata su F da alcune
radici di f; E; é tale che f si spezza al suo interno. Allora

{@: E; — E2 | ¢ F-omomorfismo } # 0.

Inoltre tale insieme contiene al pit [Eq : F] elementi.

Dimostrazione. Per ipotesi By = Flay,..., om], dove «; sono radici di f. Il polinomio
minimo di &y € un polinomio irriducibile f; che divide f e tale che deg f1 = [F[oq] : F]. Per
ipotesi f si spezza in E,, quindi anche f; deve spezzarsi in E;, inoltre le sue radici saranno
distinte se lo erano quelle di f. Per la teorema 2.3 esisteranno degli F-omomorfismi

@1: Floy] — Ez,

e tali omomorfismi saranno in numero al piti uguale a [F[oq] : F] , e saranno proprio uguali
nel caso in cui f abbia tutte radici distinte in E,.

Ora, il polinomio minimo di &, su F[x7] & un polinomio irriducibile f, che divide f in
Flar1IX]. Avremo che @1 (f2) € Flo][X] e @1(f2) | f, per cui @1 (f2) si spezza in E; e le
sue radici sono distinte se lo sono quelle di f. Sfruttando l’enunciato pit generale della
proposizione usata poc’anzi, ogni @1 si estende ad un omomorfismo

@2: Flog, o] = E2

e tali estensioni saranno in numero al pitt uguale a degf; = [F[oq ,0o] F[ocz]], e saranno
proprio uguali quando f ha tutte radici distinte in E;.
Combinando le precedenti affermazioni, possiamo concludere che esiste un F-omomorfismo

@: Floe, aa] — E2

il cui numero ¢ al piu [Floy, ota] @ Flogy]] [Flog] : F] = [Floq, o] : F.
Iterando questo procedimento fino a m si giunge alla tesi. O

Osservazione. Il numero di elementi nell’insieme degli F-omomorfismi é precisamente
[Eq : F] se f ha tutte le radici distinte in E;.

Corollario. Se E;/F, E;/F sono campi di spezzamento di f € F[X], allora

E; =f Ey.

Dimostrazione. Applichiamo la proposizione nel caso in cui E;,E; sono due campi di
spezzamento di f su F. Otteniamo che esiste @: E; — E; che in quanto F-omomorfismo

29
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é iniettivo, da cui
[E1 ZF] < [Ez . F]

Applicando nuovamente la proposizione scambiando il ruolo di Ey con E;, otteniamo che
esiste un altro F-omomorfismo {: E; — Eq, la cui iniettivita implica

[Ez . F] < [E] F]
Da cio segue che E;, E; hanno le stesso grado su F, per cui @, sono isomorfismi. Ovvero

E; =F Es.

Corollario. Sia E/F un’estensione finita e L/F un’estensione qualsiasi. Allora

#{@:E — L| ¢ F-omomorfismo } < [E : F].

Dimostrazione. Per ipotesi E/F ¢ finita, quindi E = Flaty, ..., &m]. Prendiamo f = fq, -
..+ fa,, € FIX] il prodotto dei polinomi minimi di «1,..., otm.

Ora f € F[X] C LIX], sia Q un campo di spezzamento di f su L; in particolare Q ¢

un’estensione di L dove f si spezza. Per la proposizione precedente

#{@: E— Q| ¢ F-omomorfismo } < [E : Fl.

D’altronde ogni omomorfismo @: E — L puo essere composto con 'inclusione L < Q. In
conclusione

#{@:E—L| ¢ Fomomorfismo } < #{¢: E — Q| ¢ F-omomorfismo } < [E:Fl. O

Esempio. Consideriamo E = Q[+/2] che sappiamo avere [E : F] = 3. Per il corollario
precedente, cio significa che Q[+/2] pud essere immerso in al pitt 3 modi distinti in C.
Da alcuni esempi precedenti si capisce facilmente che tali omomorfismi sono del tipo:

©1: V2~ V2 ©2: V2w V2 ©3: V2w V2,

27i

dove w =e 5 .

Corollario. Supponiamo di avere una famiglia di estensioni finite
E1/FE2/F ..., Ex/F. Allora esiste un’estensione finita Q/F tale che

QQE],...Ek, COHE]'EFE)'.

|  Dimostrazione. DA FINIRE! m|

2.3 RADICI MULTIPLE

Siano f, g € F[X]. Anche quando f,g non hanno divisori in comune in F[X], ci si potrebbe
aspettare che acquisiscano un fattore comune se ci si porta in un certo Q[X] con Q O F.
In realta questo non accade, il massimo comun divisore non cambia quando si estende un
campo.
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Proposizione 2.10 — Invarianza del MCD tramite estensione

Siano f, g € F[X] e sia QO/F un’estensione. Se r(X) & il MCD di f, g calcolato in F[X],
allora tale MCD non cambia quando lo si calcola in Q[X].

Dimostrazione. Siano 1r(X) e ro(X) i MCD di f, g calcolati rispettivamente in F[X] e
Q[X].
1E(X) € FIX] € Q[X], quindi per le proprieta del MCD si avra

re(X) [ ra(X).

D’altronde in F[X] varra 'identitd di Bezout rispetto a rg(X), ovvero esisteranno a,b €
F[X] tali che
a(X)f(X) +b(X)g(X) = rr(X) € FIX] € Q[X].

Ora ro(X) in quanto MCD di f, g in Q[X] divide ogni combinazione dei due polinomi, in
particolare
ro(X) | Te(X),

da cui la tesi. O

Osservazione. In particolare, polinomi monici irriducibili in F[X] non acquisiscono
radici in comune in nessuna estensione di F.

Definizione 2.11 — Insieme dei polinomi irriducibili

SIa F un campo, si definisce I'insieme Irr(F) dei polinomi irriducibili di F[X] come
Iinsieme dei polinomi f tali che

e f monico;
o degf > 1;

e f non ha fattori propri.

Definizione 2.12 — Molteplicita di una radice

Sia f € F[X] e sia F¢ un suo campo di spezzamento. Scritto

f(X)=a

)

(X—O(j)mi, con &q,...,0ax € Fg,

k
=1

gli interi my,..., me € N si definiscono molteplicita di f su Fs.

Notazione. Una radice «; si dice semplice se m; = 1. Viceversa se m; > 2, a; si
dice multipla.

Osservazione. Per definizione si ha

K
ij = degf.
j=1
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Osservazione. Come diretta conseguenza del teorema 2.2 La molteplicita di una radice
é invariante rispetto alla scelta del campo di spezzamento.

Esempio. Sia F = F,(T) e prendiamo f(X) = XP —T € F[X]. Mostriamo che f &
irriducibile e che ha una sola radice in qualsiasi campo di spezzamento Fs.
Sia o« una radice di un fattore irriducibile di f(X), consideriamo il campo col gam-
bo Fla], P = T. Se adesso consideriamo f(X) € Fl«] [X] avremo, per la "formula
sbagliata",

XP—T=(X—a)P,

da cui segue che la molteplicita di « & p.
Infine XP — T ¢ irriducibile perché se g € FIX] fosse un divisore di f, si avrebbe

9(X) = (X—)* € FIX].
D’altronde
X—a)<=X*—kaXsT4+... = kaecF = k=0,
da cui p | k ma k < p, quindi k = p. Per cui

9(X) = (X = o)? = f(X).

\. .

Definizione 2.13 — Derivata formale .

Sia f € FIX] un generico polinomio del tipo

f(X) = Z a;X*, con a; € F.
Definiamo la derivata formale f'(X) di f(X) come

n
(X)=> jaX .
j=0

Proprieta 2.14. Siano f, g € F[X], allora valgono le seguenti identita:

(fF+9)(X)=f'(X)+g'(X) e (f-9)'(X)=F(X)g(X) +f(X)g'(X).

| Dimostrazione. Basta verificarlo con la definizione. |

Proposizione 2.15 — Caratterizzazione delle radici multiple

Sia f € F[X] con degf > 1 e f irriducibile. Allora le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

1. f ha una radice multipla.
2. (f,f') #£1.
3. F ha caratteristica p ed esiste g € F[X] tale che f(X) = g(XP).

4. Tutte le radici di f sono multiple.
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Dimostrazione. Supponiamo che o« € F¢ sia una radice multipla di f. Allora esiste g €
F¢[X] tale che
f(X) = (X — o)*g(X) € Fe[X].

Passando alla derivata otteniamo
£/(X) = 2(X — &) g(X) + (X — x)?g(X) = (X — ) h(X) € F¢[X],

da cui (X —«) | (f, ).
Supponiamo che (f,f’) # 1. Allora, per lirriducibilita di f, avremo

(f, ') = f.
In particolare f | f/ = f’ =0 in quanto deg f’ < degf. Ora
f(X)=ao+ a1 X+ ...+ am 1 X™ T+ amX™,

da cui
0=Ff'(X)=a; +2aX+...+(Mm—T1am 1 X" 2 +mamX™',

quindi per ogni j = 1,...,m i haj-a; =0, ovvero j = 0 oppure a; = 0. Da cio segue
immediatamente che F ha caratteristica p, poiché altrimenti si avrebbe a; = 0V j, che
contraddice l'ipotesi degf > 1.

In particolare se p {j si ha a; =0, da cui

f(X) = a0 + apXP + azpX®P + ...+ axp X*P, con kp =m.
Quindi se prendiamo g(X) = ap + apX+... akpXk € F[X] otteniamo

f(X) = g(XP).

Supponiamo che F abbia caratteristica p e che esista g € F[X] tale che f(X) = g(XP).

Fissato un campo di spezzamento F¢ di f, avremo
k
| | (X =)™, con a; € Fy,
j=1

da cui

(XP — o)™

:w

f(X) = g(XP)
j=1

Ora da Char F = p segue oc]P = a4, quindi possiamo applicare la "formula sbagliata":

dove m;p > 1.
Conseguenza ovvia. |

Definizione 2.16 — Polinomio separabile

Un polinomio f € F[X] si dice separabile se ha solo radici semplici.

Proposizione 2.17 — Caratterizzazione dei polinomi separabili

Sia f € F[X]. Allora f ¢ separabile se e soltanto se (f,f’) = 1.

33
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Dimostrazione. Supponiamo che f sia separabile. Se per assurdo esistesse h € F[X] tale
che
h|f e h|f,

fissato un campo di spezzamento Fg, se h(x) = 0, si avrebbe
X=o) [f(X) e  (X=o)|f(X),

da cui (X—«)? | f(X), ovvero a ha molteplicita maggiore di uno, che & assurdo per ipotesi.
Supponiamo che (f,f’) = 1. Se per assurdo « fosse una radice di f con molteplicita
maggiore di uno, si avrebbe

X—a)?|f = (X—a)|f,

da cui (X — ) | (f,f’) che ¢ assurdo. O

\.

Osservazione. In generale un polinomio f € F[X] puod essere non separabile se

o f(X)=1f7" ... - f{" dove fj € F[X] ed esiste j tale che m; > 2.
o f(X) = fy -...-fy con f; distinti, F ha caratteristica p ed esiste jo tale che
fjo = g(Xp)

Definizione 2.18 — Campo perfetto .

Un campo F si dice perfetto se ogni polinomio f € Irr(F) & separabile.

Osservazione. Tutti i campi di caratteristica zero sono perfetti.

Proposizione 2.19 — Caratterizzazione dei campi perfetti di caratteristica

P

Sia F un campo di caratteristica p. Allora F é perfetto se e soltanto se per ogni « € F,
&« & un p-esima potenza in F, ovvero

dBpeF:a=p".

Dimostrazione. Sia F perfetto. Supponiamo per assurdo che a € F non sia una p-esima
potenza. Consideriamo f(X) = XP — a € F[X], vogliamo mostrare che f ¢ irriducibile e
non separabile, da cui seguirebbe 'assurdo. Sia « una radice di un fattore irriducibile di
f(X) e consideriamo il campo col gambo

Flad, of =a.
Quindi se consideriamo f(X) € Fla] [X] avremo
XP—a=XP —aP = (X— )P

da cui segue che la molteplicita di « € p, per cui f non ¢é separabile.
Inoltre f ¢ irriducibile poiché se g(X) € F[X] fosse un divisore di f(X), si avrebbe

g(X) = (X — a)* € F[X].

D’altronde
X—a)*=X*—kaXT4+... = kaeF = k=0,

da cui p | k ma k < p, quindi k = p. Ovvero
9(X) = (X = )P = f(X).
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Supponiamo che ogni a € F sia una p-esima potenza. Se per assurdo F non fosse perfetto,
esisterebbe f € Irr(F) non separabile. Per la teorema 2.15 esiste g(X) € F[X] tale che
f(X) = g(XP). Inoltre per ipotesi

Q(X) =aqp+ a1 X+...+a X" :bg +b?X+--.+bEXn,
da cui, applicando la "formula sbagliata",
f(X) = g(XP) = (bo + b1 X + ... + by X™)P,

ovvero f non ¢ irriducibile. O

Corollario. Tutti i campi finiti sono perfetti.

Dimostrazione. Sia F un campo finito e consideriamo ¢: F — Fa — of. ¢ ¢
I’endomorfismo di Frobenius che & un automorfismo quando F ¢ finito, per cui applicando
la proposizione precedente si ha che F é perfetto. O

Corollario. Se F ¢ un campo di caratteristica p e F/F, ¢ algebrico, allora F ¢ perfetto.

Dimostrazione. Sia « € F, poiché F/F, ¢& algebrico, avremo che F,[a] ¢ finito. In
particolare & = 3P, da cui la tesi. O

Osservazione. In conclusione i campi imperfetti sono i campi infiniti, trascendenti e
di caratteristica p. Come ad esempio Fy(T).
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IL TEOREMA
FONDAMENTALE DI GALOIS

3.1 GRUPPI DI AUTOMORFISMI

Definizione 3.1 — Gruppo degli automorfismi

Sia E/F un’estensione. Un F-isomorfismo E — E si dice F-automorfismo di E. Gli
F-automorfismi di E definiscono un gruppo

Aut(E/F) ={¢: E — E| ¢ F-automorfismo }.

Notazione. In generale quando scriviamo Aut(E) faremo riferimento ad E come
estensione sul suo sottocampo fondamentale, che come sappiamo puo essere I}, oppure

Q.

Osservazione. Con queste notazioni si ha
Aut(E/F) < Aut(E), V E/F.

Inoltre se E O M D F vale
Aut(E/M) < Aut(E/F).

Proposizione 3.2 — Dimensione del gruppo degli automorfismi di un

campo di spezzamento

Supponiamo che E sia il campo di spezzamento di un polinomio separabile f € F[X].
Allora
# Aut(E/F) = [E : Fl.

Dimostrazione. Applichiamo la proposizione teorema 2.9 ad E; = E; = E che soddisfano
le ipotesi, in quanto E ¢é il campo si spezzamento di un polinomio separabile. Quindi
avremo

#{@: E— E| @ F-omomorfismo } = [E : F],

dove abbiamo messo 'uguaglianza al posto del minore uguale in quanto f, essendo
separabile, ha tutte radici distinte in E. O

Esempio. Tramite la preposizione possiamo dedurre che Q[v/2] non & il campo di
spezzamento di nessun f € Q[X]. Infatti sappiamo che

Aut (Q[\s/z]/@) — {y € Q[Q/E] ‘ v radice di fi5 =X3 —2}

e infatti

# Aut (Q[V2)/Q) =143 = [QIV2): Q).
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Esempio. Q(+v/2,v/—=2)/Q ¢ il campo di spezzamento di X> — 2 € Q[X]. Quindi per
la proposizione

# Aut (Q(v2,v=2)/Q) = [Q(V2,V/=2):Q] =6.

Per la caratterizzazione dei gruppi di ordine 6, avremo che
Aut (Q(¥2,v=2)/Q) € (Z/Zs, S3}-

Per determinare a quale gruppo sia effettivamente isomorfo dovremo stabilire se ¢é
abeliano o meno. Per prima cosa troviamo esplicitamente gli automorfismi

Q(V2,v=2) = Q(¥2,V=2).

Osserviamo che v/2 e v/—3 sono generatori del campo, quindi basta determinare le
loro immagini per descrivere gli automorfismi. Inoltre

fola) =0 = fy(o(a)) = o(f(a)) =0,
ovvero ogni radice di un polinomio minimo deve andare in un’altra radice, da cui
3
2
s V3
V2 — < w 32 e -3 V3
w22

Quindi
V2 V2 V2 — w2 V2= w2
01:\/__3'_>\/__3 0‘21\/__3'_>\/__3 03:\/__3'_>\/__3
V2— V2 V2 — w2 V2 — w?V2
Ve S Ve e e T Ve
Valutiamo la commutativita di o, o 0g:
02 0 06(V=3) = 02(—V=3) = —V=3;
(72006(\3/2)=(72(W2\3/2)=02(W2)W\3/Z
dove

02(w) =032 <—% = ?) = —% + %Gz(\/—_3) —

quindi
o (WwV2 =w? V2 = V2.

Segue che 03 o 06 = 04. Calcoliamo il viceversa:
06 0 02(vV—=3) = 0g(vV=3) = —v—3;
06 0 02(V2) = 66(WV2) = 56(W) W2 V2,
dove

+ 10‘6(\/—_3) = —

! V=3 2
272

—— =W,

Nl —

).

o6(W) = 06 <——

quindi

os(WW? V2 =w* V2 =wv2.
Segue che 0g 0 02 = 05. Quindi
Aut (Q(V2,v=2)/Q) = Ss,

poiché non é abeliano.
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Esempio. Q(v/2,1) ¢ il campo di spezzamento di X* —2 € Q[X]. Per la proposizione

# Aut (Q(V2,1)/Q) = [Q(V2,1): Q] =8.
I gruppi di ordine 8 sono

Z Z Z Z . Z
87 47, " 37 27 " 27 " 27 + Qs

A quale di questi corrisponde Aut (Q( v2,1)/ Q) lo si determina in base al numero di
elementi di ordine 2.

Esempio (Campo di spezzamento di un polinomio non separabile). Fp, (T, &), a? =
T ¢é il campo di spezzamento di XP — T € [F,(T). Sappiamo che l'estensione
F, (T, «)/Fp(T) ha grado p, d’altronde

Aut (Fp (T, ) /Fp (T)) = {id}

in quanto
foX)=XP=T=X—-a)l) = a— .

Definizione 3.3 — Sottocampo invariante

Sia E/F un estensione e sia G < Aut(E/F). Definiamo
EC =Inv(G)={a€cE|loa=aVoecG}

un sottocampo di E, detto sottocampo invariante di G

Osservazione. Per ogni G < Aut(E/F), si ha che F C ES C E ¢ un campo. Infatti per
ogni «, B € EC e per ogni o € G, si ha

ola+pB)=ocla)+0o(B)=a+B e olxP)=oc(c)o(f)=ap.

Proprieta 3.4. Preso E/F e Aut(E/F) vi & una relazione fra il reticolo dei sottocampi
di E/F e quello dei sottogruppi di Aut(E/F)

{M campo |[FCMCE}<«+—{G gruppo |G < Aut(E/F)}

tramite
M+— Aut(E/M) e  ES«—G

Osservazione. Se E ¢ il campo di spezzamento di un polinomio separabile in F[X]
mostreremo che la corrispondenza é biunivoca. In altre parole

EAut(E/M) _ p e Aut(E/E®) = G.
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C Teorema 3.5 — Lemma di Artin

Sia G un sottogruppo finito di Aut(E). Allora

[E:ES] < #G.
Dimostrazione. Sia F = E¢. Da G finito avremo G = {07,...,0m,} con o7 = id. Presi
X1y...,0n € E, con 1 > m, mostreremo che «1,...,a, sono F-linearmente dipendenti.

Da cio segue che dimr E < m.
Consideriamo il seguente sistema lineare:

o1(x1)Xy +...+01(axn)Xn =0

om(x1)X7 + ...+ om(on)Xn =0

che ha m righe e n colonne. Dal momento che n > m, vi sono piu incognite che equazioni,
per cui esiste una soluzione del sistema non banale.

Sia (c1y...,cn) € E™ una soluzione del sistema tale che abbia il minimo numero di
componenti non nulle. A meno di riordinare le o, possiamo supporre che ¢; # 0 e,
siccome 'insieme delle soluzioni di un sistema omogeneo € invariante per moltiplicazione
di scalari, possiamo assumere che c; € F.

Se tutte le altre componenti ¢, ..., cn appartengono a F, allora, dal momento che o7 = id,
sostituendo la soluzione alla prima riga del sistema si avrebbe

1o 4+ ...+ cnen =0,

OVVero «1,..., &, sono F-linearmente dipendenti.
Supponiamo per assurdo che esista j tale che ¢c; € F = EG. Per la definizione di sottocam-
po invariante, segue che esiste oy € G tale che oyc;j # cj. Se al sistema lineare sostituisco
le soluzioni ¢ e applico ad ogni riga oy, ottengo:

oxoor(a)or(cr) +... +oxoor(on)or(cn) =0

ok o om(a)or(cr) +... +oxoom(an)or(cn) =0

D’altronde G = {o1,...,0m} ={0k071,...,0k0m}, per cui abbiamo ottenuto uno scambio
delle equazioni del sistema lineare. Inoltre (O'k(C1 ) O'k(Cn)) & ancora una soluzione e
pertanto lo ¢ anche

(Gk(cﬂ_ch---)o-k(ck)_Ck»--->0k(cn)_cn))
dove
or(c1) =c1 = oklci)—c1 =0 e  oxlck) #cx = oxlcx) —cx #0.

Per cui abbiamo trovato un’altra soluzione del sistema che & non nulla ed ha uno zero
in piu della soluzione presa in ipotesi. Cio € assurdo per la minimalita della soluzione
Cly...,Cn, da cui segue che cy,...,c, € F che implica la tesi. O

Corollario. Se G & un sottogruppo finito di Aut(E) allora

Aut(E/EC) = G.
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Dimostrazione. Dalle definizioni di sottocampo invariante e gruppo di automorfismi

E€C={acE|loa=a,VoeG},
Aw(E/EC) ={ o e Aut(E) | oa =, V x € EC }.

Per cui ¢ ovvio che Aut(E/EC) D G, da cui
#G < # Aut(E/ES).

Ora per il lemma di Artin [E : E®] < #G. Inoltre per un vecchio corollario avremo
# Aut(E/EC) < [E: EC]. Quindi

[E:EC] < #G < #Aut(E/E€) < [E: EC,

da cui #G = # Aut(E/ES) che implica la tesi. O

3.2 ESTENSIONI SEPARABILI, NORMALI E DI
GALOIS

Definizione 3.6 — Estensione separabile

Un’estensione E/F si dice separabile se il polinomio minimo f4(X) € F[X] di ogni
elemento « € E é separabile.

Osservazione. Quindi un’estensione E/F & separabile se ogni polinomio irriducibile
in F[X], avente una radice in E, ¢ separabile. Viceversa ¢ non separabile se F ¢ non
perfetto, in particolare ha caratteristica p, e vi ¢ un elemento « € E il cui polinomio
minimo ¢ della forma g(X?), con g € F[X].

\.

Esempio. F,(T) ¢ un’estensione non separabile di Fy, (TP).

Definizione 3.7 — Estensione normale .

Un’estensione E/F si dice normale se il polinomio minimo f«(X) € F[X] di ogni
elemento « € E si spezza in E[X].

Osservazione. Quindi un’estensione E/F ¢ normale se ogni polinomio irriducibile in
FIX], avente una radice in E, si spezza in E[X].

Osservazione. Sia f un polinomio irriducibile di grado m in F[X]. Se f ha una radice
in E, allora

E/F separabile = radici di f distinte o .
) ] — f ha m radici distinte in E.
E/F normale = f sispezza in E

Quindi E/F ¢é normale e separabile se e soltanto se, per ogni « € E, il polinomio
minimo di & ha degfy radici distinte in E.
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Esempio. Q[v/2]/Q ¢ un’estensione separabile ma non normale. Infatti X3 — 2 non

si spezza su QLV2l.

\

Esempio. Il campo F,(T) ¢ normale ma non separabile su F,(TP). Infatti il
polinomio minimo di T & XP — TP che non é separabile.

V7

Teorema 3.8 — Caratterizzazione delle estensioni Galois

Sia E/F un’estensione qualsiasi. Allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:
1. E =F; con f € F[X] separabile.
2. F=ES con G < Aut(E) finito.

w

. E/F é finita, normale e separabile.

=~

. E/F é finita e F = EAu(E/F)

J

Dimostrazione. Se E = F¢ allora E é algebrico e finitamente generato, in particolare E &
finito. Resta da dimostrare che F = EAut(E/F),

Poniamo F/ = EAE/F) 5 F. Siccome E = F¢ posso pensare f(X) € F/[X], in particolare
avremo F{ = E. Per la teorema 3.2 avremo

[E:F'] =4 Aut(E/F) e [E:F] = # Aut(E/F).
Ora Aut(E/F) ¢ finito, quindi per il corollario di Artin

Aut(E/F') = Aut(E/EAE/F)Y = Aut(E/F).

Per un corollario precedente sappiamo che # Aut(E/F) < [E : F] che ¢ finito per ipotesi.

Quindi la tesi &€ un banale caso particolare.
Per ipotesi F = ES, quindi dal lemma di Artin otteniamo che

[E:F] < #G < co.

Sia ora « € E, dobbiamo mostrare che f, ha degf, radici distinte in E. Consideriamo
l'orbita di « sotto G:

«® ={oaloeG}={ar,%2,...,0m}

dove «© C E poiché o sono tutti automorfismi di E. Inoltre m < #G. Definiamo

gX) =] [X=a)= [T X-1).
j=1 BexS

Dimostriamo che g(X) = f4(X) € F[X]. Per definizione
gX)=X" 4+ X+ e,

dove

c1=—(ot1 + ...+ atm) e Cm = (1) .t s imy

e, in generale, ¢; = (=1)0j(0t1,...,%m), dove oj & la j-esima funzione simmetrica
elementare. Osserviamo che, per ogni ¢ € G, si ha

o(c1) =—(olor) +... + o(am)) = (1 + ... + am) = c1,

4

4 = 2

2 — 3

possiamo supporre
®1 = & poiché
ide G
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infatti «¢ — &S, o5 + 0() ¢ una permutazione dell’orbita. In generale avremo o(c;) =
¢j per ogni 0 € G. Cio significa che c1,...,cy, sono fissati da ogni elemento di G, ovvero
C1y...,cm € ES =F. In particolare

g(X) € FIX].

D’altronde oy = « ci dice che o« é una radice di g, pertanto fo(X) | g(X). Inoltre, per
ogni 0 € G,
foc(o‘j) = fcx(o—(o‘)) = G(foc((x)) =0,

in quanto o € Aut(E/F). Per cui

9(X) [ fa(X) = g(X) = fx(X).

3 =1 E/F & finita, quindi E = Flaq,..., 00m]. Sia f = mem(fy,, ..., s, ). Segue che f & separa-
bile e E ¢ il campo di spezzamento di f. Mostriamo che Fy = Flxq, ..., ). Chiaramente
F¢ D Flqy. .., am]. L’altra inclusione segue da E/F normale e pertanto tutte le radici di
f sono in E. |

Definizione 3.9 — Estensione Galois

Un’estensione finita E/F si dice Galois se soddisfa una delle condizioni equivalenti del
teorema precedente.

Notazione. Se E/F ¢ Galois scriviamo

Gal(E/F) := Aut(E/F).

Proprieta 3.10. Sia E/F Galois. Se G = Gal(E/F) allora

fu(X) = ] (X—B)

BeaS

per ogni « € E.

| Dimostrazione. Segue dal passo (2) = (3) del teorema precedente. O

Esempio. E = Q[v2,v/3] ¢ Galois in quanto E = Q¢ con f(X) = (X% —2)(X2 — 3).
In quanto campo di spezzamento Gal(E/Q) ha [E : Q] =4 elementi. Nello specifico:

i B V3 —V3 . B V313 ' B V3 —V3
= 2 ey ) 2T \vaeovz) T \vie ov3)

Avevamo infatti gia osservato che Gal(E/Q) = V il gruppo di Klein.
Vorremmo calcolare il polinomio minimo di v/3 e v/3+ v/2. Applichiamo la proprieta:

(V3)¢ ={v3,—V3} = f 5(X) = (X—V3)(X+V3) =X2 -3
(V3+V2)8 ={£V3+V2,+V3F 2},

da cui

f s aX)=(X—vV3-V2)(X=V3+V2)(X+V3—-V2)(X+V3+V2)
=X*—10X? + 1.
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Definizione 3.11 — Orbita di un elemento

Se G & un gruppo che agisce sull’insieme E, per ogni « € E, si definisce [’orbita di «
sotto G, come
o ={ox|oeG)}

Notazione. Se E/F ¢ Galois e « € E. Posto G = Gal(E/F), gli elementi di a® si
definiscono coniugati di x.

Definizione 3.12 — Chiusura di Galois .

Sia E/F un’estensione finita. E si definisce chiusura di Galois di E se

e E/F ¢ Galois;

o E ¢ minimale, ovvero per ogni campo intermedio E O L O F,L/F non & Galois.

Osservazione. Se E/F ¢ finita e separabile, esiste sempre la chiusura di Galois E di
E. Infatti se E = Flaq,..., xml, & sufficiente prendere f = mem(fy,,...,f,, ) che &

separabile, cosi da avere E = F¢. Infatti Ff O E ed é Galois su F.

Esempio. E = Q[%/Z] é finita e separabile su Q. Per ottenere la chiusura di Galois
di E, ¢ sufficiente prendere il campo di spezzamento di X3 — 2, ovverto Q[v/2, w].

Proprieta 3.13. La chiusura di Galois di E/F & unica a meno di isomorfismi.

Proprieta 3.14. Se E/F ¢ Galoise E 2 M D F. Allora E/M ¢ Galois.

Dimostrazione. Supponiamo che E/F sia Galois. Per la caratterizzazione, E = F¢ con
f € F[X] separabile. In particolare, se consideriamo f in M[X], avremo E = My, dove
f € M[X] rimane ancora separabile. Per cui E/M ¢ Galois. O

Osservazione. In generale non ¢é perd vero che M/F ¢ Galois. Ad esempio se conside-
riamo Q[f/z,w] D) Q[\S/Z] D Q, abbiamo che Q[\s/i,w] ¢ Galois su Q e Q[\S/Z]. Ma
Q[f/ﬁ]/@ non lo é.

3.3 TEOREMA FONDAMENTALE DELLA
CORRISPONDENZA DI GALOIS

In questo paragrafo tratteremo il teorema di Galois, andando poi a dimostrarne le principali
conseguenze.
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C Teorema 3.15

— fondamentale della corrispondenza di Galois

Sia E/F Galois e sia G = Gal(E/F). Allora le mappe
H—E" e Mr— Gal(E/M),

sono biezioni, I'una l'inversa dell’altra, tra l'insieme dei sottogruppi di G e quello
dei campi intermedi fra E ed F:

{HIHKG}+—={M|FCMCE}

J

Dimostrazione. E Sufficiente mostrare che la composizione delle mappa costituisce I’iden-
tita per i rispettivi insiemi. H = Gal(E/E") segue dal corollario di Artin in quanto G &
finito. Viceversa, M = EG2l(E/M) gegye da

E/F Galois = E/M Galois,

quindi, per la quarta proprieta della caratterizzazione,

M — EAut(E/M) _ gGal(E/M)

Proprieta 3.16 (Inversione dell’inclusione tramite la corrispondenza). Se Hy, Hy <
G allora
H; CH, <« EM D EH2,
Dimostrazione. Per definizione
E ={xcE|loa=a VoecH} e E'2 = {xcE|loa=a VoecH,}.

Quindi se H;y C H,, chiaramente EM' D EM2.  Viceversa se EM' D EM2| segue
immediatamente che Gal(E/E"2) D Gal(E/EM"). Per il corollario di Artin

Gal(E/EM2) = H, e Gal(E/EM) = H;.

Quindi H, D H;j. O

Osservazione. Chiaramente, per la corrispondenza, vale anche il viceversa. Ovvero se
FC M;,M; CE, allora

M; C M, < Gal(E/M;) D Gal(E/M;).

Proprieta 3.17 (Conservazione degli indici). Se Hj,H, < G e H; C H;, allora

[H, : Hqy] = [EM . EM2].

Dimostrazione. Per il corollario di Artin H, = Gal(E/EH2), da cui
[Ho| = # Gal(E/EM2) = [E: EM2] = [E: EM[EHY - EM2).
D’altronde, dal teorema di Lagrange della teoria dei gruppi

[Ha| = [Hy|[Hz : Hyql,
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dove [H;| = [E : EM'] ancora per il corollario di Artin. Da cid segue immediatamente

[E:EMEM B2 = [E:EM)[Hy : Hyl = [EM D EM2) = [Hy @ Hyl.

Osservazione. Anche in questo caso vale il viceversa. Se F C M1,M,; C Ee M; C M,
allora
[Mz : M]] = [Gal(E/Nh) : Gal(E/Mz)] .

Esempio. In esempi precedenti abbiamo mostrato che Q[v/2,w]/Q ¢ Galois e
Gal(Q[v/2,w]/Q) = S3. Sappiamo che il reticolo di S3 @ il seguente

\

((1,2)) ((1,3)) ((1,2,3))

/

il teorema di corrispondenza ci permette di dedurre

Q
(W?V/2) Qwv2) Q(V2) Q(v=3)
//
3

Q(V2,v=3)

4

/

Infatti anche se in principio riconoscevamo solo Q[v/2], la teoria ci dice che vi sono
altre due sottocampi di grado 3 su Q. D’altronde sappiamo chese 0 € GeF C M C E,
allora

oM ={o(y) |y e M},

che si chiama sottocampo coniugato a M. Ora M & isomorfo oM tramite y — o(y).
3

Quindi per trovare gli alti due sottocampi, ci basta studiare i coniugati di Q[+/2].
Tali coniugati sono proprio definiti dai coniugati di v/2, per cui avremo

Qlw V2] e Qw? V2.

Osserviamo che non ¢ possibile dire con precisione a chi corrisponde ((1,2)), poiché
esso risente della rappresentazione scelta per S3.

D’altra parte sappiamo con esattezza che ((1,2,3)) corrisponde a Q[w] e possiamo
osservare una proprieta interessante:

<(1)2)3)> =A3 3853

e infatti Q[w] & normale su Q.

Proprieta 3.18 (Invariante del coniugato). Per ogni 0 € G e per ogni H < G vale

—1
EO‘HO‘ _ O'EH.
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Dimostrazione. Per definizione

poHe™! ={acE|oto (a)=a,VTEH},
oEM ={oacE|t(a)=a, VTEH].

Si mostra facilmente che

Quindi

BeEM = oo '(B)=p < (0 () =0 "(B)
= T =0 — oceEH
< B =oacoE" O

Osservazione. Chiaramente vale anche il viceversa. Se 0 € G e FC M C E, allora

o Gal(E/M)o! = Gal(E/oM).

Proprieta 3.19 (Conservazione della normalitd). N é normale in G se e soltanto se
EN/F & normale.

Dimostrazione. Per definizione
N<G < ono! EN,VNENVoEG <= oNo~ ' =N.

Mentre EN/F ¢ normale se il polinomio minimo f«(X) di ogni « € EN si spezza in EN.
Quindi se
deg f «
foaX) = [ X—o5) = 1,..., &aegr, € EN.
j=1

D’altronde esistera o € Gal(E/F) tale che & = o(a). Quindi EN/F ¢ normale se e soltanto
se
cx e ENVaeE"Voe G «— oEN =N,

DA FINIRE!!! O

Osservazione. Se EN /F & normale & necessariamente Galois. In generale sappiamo che
se FC M CE e E/F ¢ Galois, non ¢ necessariamente vero che M/F lo sia. D’altronde
se E/F ¢ separabile lo ¢ anche M/F. Quindi EN /F & Galois per la caratterizzazione in
quanto finito, normale e separabile.

Osservazione. Se EN/F & normale, e quindi Galois, vale

G
N ~ =
Gal(E™/F) = N’

L’identita fra gli ordine é facile da dedurre, infatti
#G =#Gal(E/F) = [E:F = [E: ENJ[EN : F] = #N# Gal(EN/F),

da cui 4G G
N _ _
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Proprieta 3.20 (Invariante dell’intersezione di sottogruppi). Se Hi, H, < G, allora

EH]ﬂHz _ EH] EHZ.

Dimostrazione. Hy N Hy é per definizione il piu grande sottogruppo contenuto in H; e
H,. Il teorema ci dice che vi & un’anti-corrispondenza fra i sottogruppi di G e i campi
intermedi di E/F. Pertanto EM'™M2 deve essere il pitt piccolo sottocampo che contiene
EM ¢ EM2, ovvero EHTEH2, O

Osservazione. In generale vale

EH]ﬂ...ﬂHn — EH] c EH".

Proprieta 3.21 (Corrispondenza del normalizzatore). Sia H < G, allora

m oHo ™! corrisponde a H oEH.
oceG occeG

Dimostrazione. Per definizione il normalizzatore di H in G

nyG = ﬂ oHo™!
oeG

¢ il pin grande sottogruppo normale di G contenuto in H. Nuovamente, poiché il teo-
rema inverte l'ordine nella corrispondenza, n G dovra corrispondenre alla pitt piccola
estensione normale di F che contiene EM, ovvero

H oEH. O

oceG

Notazione. La composizione

H oM

oeG

viene detta chiusura normale, o Galois, di EM e si denota con EH.

47



CALCOLO DEI GRUPPI DI
GALOIS

4.1 CAMPI CICLOTOMICI
In questo paragrafo studieremo il gruppo di Galois di Q[(], dimostrando in particolare che
U(Z/mZ) = Gal(Q[¢m] : Q) tramite a— 0q(Cm) =25,

Infine studieremo alcuni casi particolari.

Come prima cosa elenchiamo alcune proprieta, molte delle quali gia note, riguardo a Q[{m,]
che saranno utili alla nostra tesi.

Da ora in avanti faremo uso di queste notazioni:

e G=Gal(Qld/Q).

3y

C:Cm:ei

Proprieta 4.1. Q[]/Q ¢ un’estensione di Galois.

Dimostrazione. Per la caratterizzazione delle estensioni di Galois, infatti Q[{] ¢ il campo
di spezzamento di
X™ -1 e QX]. O

Proprieta 4.2. X™ — 1 é separabile.

Dimostrazione. Sia f(X) = X™—1. Sappiamo dalla caratterizzazione delle radici multiple
che se f non fosse semplice si avrebbe

(F, ) £ 1.

D’altronde f/(X) =nX™"! e 0 non ¢ una radice di f, quindi (f, ') = 1. O

Proprieta 4.3. La mappa
U(Z/mZ) — Gal(QIe)/Q), k — oy: ¢ — *

é un omomorfismo iniettivo di gruppi.

Dimostrazione. Mostriamo che ¢ un omomorfismo: siano a,b € U(Z/mZ), avremo
0a 0 0p(C) = 0a(C”) = ¢ = 0ap(0).

Quindi le operazioni vengono conservate. Per cui, dal momento che k — oy é ben definito,
abbiamo un omomorfismo di gruppi.
Per dimostrare che ¢ iniettivo, mostriamo che il nucleo ¢ banale:

o) =0 = (*=7 < k=1

in quanto k € U(Z/mZ) implica (k,m) = 1. Quindi 'omomorfismo & iniettivo. O
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Osservazione. Per dimostrare che é suriettivo, ho bisogno di dimostrare che

Gal(Q[d/Q) = @(m).

Proprieta 4.4. Vale la seguente identita:

d
m1=J]0aX) dove @a(X)= J] (X—a).
dlm =
(k,d)=1
Dimostrazione. Sappiamo che le radici di X™ — 1 sono le ¢* con k = 1,..., m. Quindi
m
xm—1=[[x-c=1] H (X =[] o),
k=1 djm dlm
(k, m) d
dove
m m m/d .
(D%(X): H (X_Ck): H (X_Ck): H (X—C)d)- posto j =k/d
k=1 =1 j=1
(k,m)=d (5,2)=1 (5, m/d)=1
Ora se ) )
(=(m=¢"" — Cd:elfd:c%
Quindi
m/d
ox(X)= ] X-q
j=1
()'m]l/d):1

Inoltre, poiché d | m = m/d | m, avremo

m_1 :H(D%(X) :H‘Dd(x))

djm d|m

dove

d
= [ x-ab. O
j=1
(Jd:

Proprieta 4.5. 11 polinomio @, (X) ¢ a coefficienti interi ed ¢ irriducibile.

Dimostrazione. Per mostrare che @, (X) € Z[X], ¢ sufficiente mostrare che ha coefficienti
razionali. Infatti, dalla proprieta precedente,

m—1=]]®alX),
dlm

dove X™ — 1 € ZI[X] monico, quindi per la teorema 1.22 ogni suo fattore a coefficienti
razionali é a coefficienti interi. Mostriamolo per induzione:

e @;(X) =X —1 ha coefficienti interi.

e Assumiamo che @ 4(X) € Q[X] per ogni d < n, segue
Xm —1
O (X) = mm 7 € QIX]
[Tdm ®alX)

d<m
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in quanto rapporto di polinomi a coefficienti razionali.

Mostriamo ora che ¢ irriducibile. Per definizione

m

on(X)= [ X=¢™

k=1
(k,m)=1

noi vorremmo dimostrare che @, = f;. Osserviamo che

foX) =[] (X—o(0).

ceG

D’altronde
qQ)=C e o Q) =2,

quindi { = o000 1(¢) = ¢*¥, da cui kk/ =, 1. Ovvero
(k,m) =1.
Questo significa che le radici di f; sono della forma ¢* con (k,m) = 1, da cui
fo| Om.
Resta da mostrare il viceversa. Per farlo possiamo verificare che se (k,m) =1 allora
fe(o) =0 = fe(aX) =0.

In tal caso tutte le radici di @4, sarebbero radici di f¢, che implicherebbe @, | f;. Noi
dimostreremo che per ogni p primo tale che (p,m) =1 si ha

fc(O() =0 = fC(ocp) :0,
da cui, preso K =pj - ... ps, avremo
fel) =0 = fe(aP') =0 = f(aP'P2)=0 = ... = f(«*)=0.

Sia fz () = 0, supponiamo per assurdo che p sia un primo tale che f(«P) # 0. Da f; | Oy,
segue O, (X) = f(X)g(X). Inoltre per la definizione di @, si ha necessariamente

D) =0 = D (aP) =0.

Quindi
0=0m(af) =fc(aP)g(a?) = g(aP) =0.

Cio significa che f; ha una radice in comune con g(XP), da cui

(f(X), g(XP)) #1.

Se prendiamo le classi di equivalenza modulo p, f¢(X), g(X?) € F,[X], allora

(fo(X),g(XP)) #1.

Ma, modulo p, g(XP) = (g(X))p. Quindi f¢(X) e g(X) hanno una radice in comune
modulo p. Da
fe(X)g(X) = @ (X)

segue che @, (X) ha una radice doppia modulo p. In particolare @, (X) & un fattore di
X™—1, quindi anche quest’ultimo avra una radice doppia modulo p. Cio é assurdo poiché
abbiamo visto nella teorema 4.2 che X™ —1 ¢ separabile. Quindi @, (X) ¢ irriducibile [
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Proprieta 4.6. 1l grado di Q[C]/Q & @(m).

Dimostrazione. In quanto estensione algebrica semplice, avremo

[QI¢) : Q] = degf.

Nella proprieta precedente abbiamo dimostrato che f; = ®@.,. Per definizione

m
Om(X)= [ (x-c".
k=1
(k,m)=1
Quindi é chiaro che deg @, = @(m), da cui la tesi. ]

Teorema 4.7 — Gruppo di Galois dei campi ciclotomici

Il gruppo di Galois dei campi ciclotomici Gal (Q[Cm] / Q) ¢ isomorfo a U(Z/mZ),
tramite
U(Z/mZ) — Gal(Q[J/Q), k — oy: ¢~ C*.

Dimostrazione. Sappiamo dalla teorema 4.3 che la mappa dell’ipotesi, ¢ un omomorfismo
iniettivo fra U(Z/mZ) e Gal (Q[Cm]/C). Inoltre

# Gal (QlLm]/Q) = [Qltm] : Q]

dove [Q[Cm] : Q] = @(m) per la proprietd precedente. Quindi U(Z/MZ) e
Gal ((@[Cm] / C) hanno lo stesso numero di elementi. Ne segue che ’omomorfismo iniettivo
& necessariamente un isomorfismo. O

Osservazione. Riepiloghiamo quanto visto finora. Posto K, = Q[{], { = el , Ky eil
campo di spezzamento di X™ — 1. Quindi K;, & Galois poiché X™ —1 & separablle.
E un’estensione abeliana, infatti

Gal(Kn/Q) = U(Z/nZ) = {ke{l,...,n}| (kyn) =1}.

Inoltre

Kn : Q] = # Gal(Kn/Q) = @(n).

In generale se n = p7"' - ... - ps, si ha il seguente reticolo:

//\\

@(n) Cpes)

Esercizio 4.1. Si determini il campo di Galois di Q[(g]/Q e il corrispondente reticolo
dei sottocampi.

51



52 | CALCOLO DEI GRUPPI DI GALOIS

Soluzione. Osserviamo che

2
ngcongrising:%U +1).

Inoltre (2 =4 = i, quindi si mostra facilmente che
Qlzs] = QV2,1l.
Possiamo quindi scrivere gli elementi di Gal (Q[Cg] / Q) tramite le immagini dei generatori:
. (ﬁ > ﬁ) (ﬁ - \ﬁ) <ﬁ > \f2>
oo =1d; o7 = ] . ;0 0= ] | o1002= . . .
i1 i —i i —i

D’altronde, grazie alla teoria sviluppata in questo paragrafo, abbiamo un altro modo per
esprimere questi elementi. Sappiamo infatti che

Gal (QILs]/Q) = U(Z/8Z) = {+1,43),
che inducono i seguenti automorfismi:
To: (g — (g; T1: g (g s To: g > (35 T1 0Ty (g s (5.
Cerchiamo di dare una corrispondenza fra le due scritture:
e chiaramente o0y = 19 = id.
e T1: (g +> C?, dove

_ V2 2 V2 . V2 .
1— —_ — R R —_
(s =5 5 = 2(1+l)'—>2(1 i).
Quindi T1 = 02.

o T2: (g — (3, dove

Quindi T2 = 07.

e Dai punti precedenti segue immediatamente che T; o T, = 07 0 03.
Esercizio 4.2. Si determini il gruppo di Galois di K7 = Q[7].

Soluzione. Sappiamo
Gal(K;/Q) = W(z/7Z) ={1,2,3,4,5,6} = Z/6Z ={0,1, 2, 3,4,5}.

Osserviamo che in generale ¢ pit comodo lavorare con U(Z/77Z) in quanto costituisce un
gruppo moltiplicativo, tale struttura si avvicina di piu a quella del gruppo di automorfisimi.

I generatori di U(Z/7Z) e 7Z/6Z sono rispettivamente 3 e 1. Quindi I'isomorfismo fra i due
gruppi si costruisce con la mappa 1+ 3.

Ricordiamo dalla teoria dei gruppi che i sottogruppi di un gruppo ciclico sono in corrispon-
denza biunivoca con i divisori dell’ordine. In Z/6Z i divisori dell’ordine sono 6,3,2,1 a cui
corrispondono

(N =z/6z;  (2);  (3);  (0).

I corrispondenti del gruppo di Galois, in vista dell’isomorfismo

1—3
2+—2
3+—6
7./)67. — U(Z/77):
4—4
5—5

00— 1
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sono determinati da

(1) = (03) = { o3x 1 Ky = K7y &7 = G } Gal(K7/Q)
<2> S <02> { 02,04,071 = ld}7

<3> s <66> :{0—6) 01 = ld}v

(0) «— (01) = {07 =1id}

Per il Teorema Fondamentale della Corrispondenza di Galois, avremo una corrispondenza,
con i sottocampi di K7. I corrispondenti banali sono

(03) =G +— KGad K7/Q) =Q

(01) = {id} «— K = k.
Consideriamo ora il corrispondente di (0g):
(06) = (0_1) <—>K§G*‘> ={axeKsloj(a)=a}={axecKs;|a=a}=K;NR.

Abbiamo gia visto in esempi precedenti che Ky N R = Q[cos >"/7]. Infine

(02) «— K<7"2>

={aeK;|oz(a) =}.
Cerchiamo di determinare esplicitamente K<7(y2> Per prima cosa osserviamo che K / Qe
Galois in quanto (02) < G e cid & sempre vero nei campi ciclotomici poiché G & abehano.

Inoltre K : Q) ‘
K2 . Q] = 7 = =2,
A Ky : KO #(02)

quindi K<762> & un’estensione quadratica di Q. Definiamo

n= Y o(t7) =02(0) +0a(0) +05(0) =F+ + L

o€(o2)
Osserviamo che 03(n) =1, quindi Qn] C K<762>. Ora
Q CQm C K dove K : Q) = 2.

Quindi se dimostriamo che Q] # Q segue necessariamente Q] =
troviamo il polinomio minimo di n sfruttando la teorema 3.10:

K<762>. Per prima cosa

¢ ={n,02m),03(n),04(n),05(n),06(m)} ={n, 03} ={C+ >+ 3+ +

Quindi
f(X) = (X=1)(X—03(m) =X* = (n+ 03(n))X +7n03(n),

dove

N+osm) =0+ +C++8+5=-1;
nosm) =+ +MNC+C+E) =T+ CHT+O+HT++1+ P+ =2

Per cui
f(X)=x2 +x+2 = n,03(n) = —5 + V7.

Concludendo Q] = Q[v—7] # Q, quindi Q[K<762>] = QlvV-7l.

Osservazione. In generale se consideriamo Q[ Cp] con p > 3, avremo sempre che

Gal (QI,)/Q) = W(Z/pZ) = F
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che ¢ ciclico. Quindi ha un sottogruppo per ogni divisore dell’ordine. Per il TFCG i
sottocampi sono in corrispondenza biunivoca con i divisori di @(p) =p —1.
In particolare avremo sempre

Q |:COS 2;1 di grado P e Q [ (—1)1%‘;)] di grado 2.

Proprieta 4.8. Sia p primo, allora vale la seguente identita

qu = —ppiz.

P

Dimostrazione. Per definizione di discriminante

D¢ = | |(oc1-L — cx]-)2 dove i, &5 sono radici di f.

i<j
E possibile dimostrare la seguente definizione equivalente:
(1) 1=
Di =[]l —o)? = (=17 J]F(e).
i<j i=1

Applicandola al discriminante di @, (X), otteniamo

. p—1 }dpfl
o p come Da, = (-1 T @48 = (—1)"7" [ @4(c%).
espone\n?e_d;:l(*z) k=1 k=1
Ora
XPI(X=1)=(XP =1
o, (x) =P ((X—)UZ( b o —p M-
Quindi
p—1 « (P2 ! :
H (D]/:,(Ck) ppf1 (CP*I)Zk*1 H(-I o Ck)> ( ])Zi ; k
k=1 k=1
S (@) o)
——
=1 :p71
= (1) pr 2
Da cui

p—1 p—1 2

Do, =(=1)= (=1) = p""
DA FINIRE PERCHE’ SBAGLIATO

Proposizione 4.9 — Sottocampi di Q[(,]

27mi

Consideriamo Q[(],( =e"» e sia G = Gal (Q[(]/Q). Per ogni H C G, sia

=) "eqQld

heH

Allora Q[¢]™ = QMul.
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Dimostrazione. Da questo momento faremo uso dell’isomorfismo canonico di G con
(Z/pZ)*, rendendo di fatto indistinguibili di due gruppi tramite la mappa

k— ok > K.
Per prima cosa osserviamo che

ou) =Y " Vor eG.

heH
Inoltre, per ogni k € H si avra ox(ny) = Mu da cui Qmul € Q™. Quindi, per
dimostrare I'uguaglianza, basta mostrare che
[QIA:Q]  #G

X _ H . H. = TAr . Al oy
[Qinn): @] = [QI0*: Q] dove [Q10": Q] = TG = oy

ovvero che
[Qnwl : Q] = [(Z/pZ)" : H].

Sfruttando ’espressione del polinomio minimo che abbiamo precedentemente dimostrato,
avremo che

[QMn] : Q] =deg frn,, = #(nn)C.
Quindi il teorema si riduce a verificare che

#(nu)€ =[G : HI.

Sey € (Z/pZ)* definiamo il seguente periodo:

MyH = Z Cyh-

heH

In altre parole nyp = oy (). Osserviamo che, presi yi1,y2 € (Z/pZ)*, se y1H = yzH,
allora chiaramente 1y, 1 =Ny, H. Inoltre se y1H # y2H, allora sosteniamo che

Ny H 7& Ny, H-
Ricordiamo che le classi laterali costituiscono una partizione per il gruppo, quindi
yiH#PH = yiHNyH=10.

Inoltre sappiamo che (1,(,...,(P"2) & una Q-base di Q[¢]. D’altronde anche
(¢, C%,..., P 1) lo &. Infatti

Qg — Qld, x — L

& un’applicazione lineare di Q-spazi vettoriali invertibile. Per cui

My H —Ny,H = Z CHIH— Z CHZH 760

heH heH

proprio perché (¢, ¢%,...,¢P~ ") & una base.
Infine

M) ={omn Ik € (Z/pZ)* } ={mn | k € (Z/PZ)* } ={ Mg H,--- Mg, }-

Da cui #(Mn)€ =[G : H] in quanto G/H ={g1H,...,gsH}. O
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Osservazione. In particolare vale

fr (X) = [ [(X—=7g,n).
j=1

Osservazione. Ricordiamo dalla definizione di classe laterale, che g1H = goH <
919271 € H. Quindi

#{lyeGlyH=kH}=#{kh|he H}=#H,

da cui :
o

[T X =m) = T [(X=mien) = i, O,
keG k=1

Proposizione 4.10 — Due sottocampi importanti di Q[(,]

Sia G = Gal (Q[Cp]/(@) = (Z/pZ)*. G é ciclico quindi G = (g). Allora

o Il sottocampo associato a (g’%]> eQ [cos 2]7”}

o Il sottocampo associato a (g?) é Q [ (—1)’%}9}

Dimostrazione. Dal momento che G = (g) ¢ ciclico, sappiamo che ogni sottogruppo
H < G é del tipo
H = (g%) cond|p—1.

Inoltre avremo #H = ]%. Nel nostro caso (g}%]) ha 2 elementi. Ora (gr%l> = (1),
quindi per la proposizione precedente, il sottocampo associato sara

QIEp) " = Q)
che sara un’estensione di grado p;—l su Q. Infatti

Q-] =Q+¢'1=Q {cos 2;1 )

Descriviamo ora il sottocampo associato a H = (gz>. Sappiamo

=
—1 ¢
=P e mu=) o
t=1

Inoltre sappiamo che deg fy, =2. Ora

(g2)

p—1
2
2k+1
_ — § g
0g(N(g2)) =Ng(g2) = ¢ .
k=1
Da cui, come abbiamo visto nella prima osservazione alla proposizione,

g2 (X) = (X=n(g2)) (X =ng(g2)) = X? — (M(g2) +Mg(g2)) X+ MN(g2)Ng(g2)-

Dove

Mgty Mgy = 8+ Y ™ =4y p T =
k=1 k=1
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Resta da calcolare ng2yng(g2y che sappiamo essere in Z. Per semplicita di notazione
scriviamo
Mo = My¢g2) e M =MNg(g2)-
Se riusciamo a determinare o —n; = A, avremo
No+m =—1 1 1
{no—m:/\ Mo = 5 Jm =5 )
Ora
p—1 p_1
2 2k 2 2k+1 ‘pi] s
A=no—m=) 9 =) & =) &0,
k=1 k=1 j=1
dove
. _(J‘) _Jr =g
A/ T =gt
é il simbolo di Legendre. Tramite alcune manipolazioni algebriche che sfruttano le guardare gli
proprieta del simbolo di Legendre, si pud dimostrare che appundi di TN410
per alcune
R proprieta sul
Az = (> Pp. simbolo di
P /L Legendre
Da cui 1
A=+\/(=1)"Tp = nom =5 (1 + (—1)%]p>
Che ci dice proprio Qo] =Q [ (—1)}7711)]. O

4.2 GRUPPO TRANSITIVO DI UN POLINOMIO

Nei prossimi paragrafi f(X) € F[X] sarad sempre monico e separabile.
Se f € F[X] separabile, allora il suo campo di spezzamento F¢ & Galois su F. In particolare

se
n

fX)=][(X—o),  coneu,...,an €Fy,
j=1
preso

B =]l — ),

i<j
certamente B € Fg, inoltre B2 = D¢. Quindi
F C Flv/D¢] C Fy,
dove F[v/D¢]/F ¢ quadratica se D non ¢ un quadrato perfetto, altrimenti F[v/D¢] = F.

Definizione 4.11 — Gruppo di Galois di un polinomio

Sia f € F[X] un polinomio separabile. Definiamo il gruppo di Galois di f come il
gruppo di Galois di F¢/F:
Gal(f) := Gal(F¢/F).

Proposizione 4.12

Sia E/F un’estensione di Galois. Dove E = F¢ con f € F[X],n = deg f. Allora

Gal(f) < Sn.
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Dimostrazione. Supponiamo che
fX)=X—a1)X—oaz2)-...- X—an) = E=F =Fl1,...,xnl.

Vogliamo dimostrare che

Gal(f) — Sym({or,..., an}) = Sn, 00— (()‘ET):]) N a(ﬁJ)

¢ un omomorfismo. Ma cio segue da

Da cui segue che Gal(f) < S;, per il teorema fondamentale dell’omomorfismo di gruppi.

O
Osservazione. Da cid segue che # Gal(f) | n!. Inoltre se f ¢ irriducibile e f(a) = 0
avremo
F C Flo] C F¢ con [F[oc] : F] =n.
Da cui n | # Gal(f).

Esempio (Controesempio). Il viceversa non é sempre vero, ad esempio se prendiamo
f(X) = (X2 =2)(X* + 1),

avremo che f ha grado 4 ed @ riducibile. Ma il suo campo di spezzamento Q[v/2, ] ha
ancora grado 4.

Corollario. Se f ha grado n > 2, allora

Gal(f) 2 Z/nZ.

| Dimostrazione. Segue da Z/n!Z % S,,, infatti pur avendo la stessa dimensione, Z/N!7Z ¢
abeliano mentre S,, non lo é. O

Definizione 4.13 — Sottogruppo transitivo .

Un sottogruppo H < Sy, si dice transitivo se

Vijef(l,...,n}3ceH:o() =j.

Osservazione. Chiaramente é possibile dare una nozione piu generale di sottogruppo
transitivo, in questo corso si € preferito richiamarla solo per i sottogruppi di S,.

Esempio. S;,An,Ch =((12 ... n)), Dy sono tutti sottogruppi transitivi su Sy,.
S-1 < S, non é transitivo.
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Tabella 4.1: Sottogruppi transitivi di S,

Gruppo #Sottogruppi transitivi Descrizione
S, 1 S2
S3 2 53=D3,A3=C3
Sy 5 S4,A4,Cq,Dyq,V
SS 5 S5)A5)C5)D5)F5
Se 16
Sy 7
Ss 50
S24 26813

Esempio (Sottogruppi isomorfi ma diversamente transitivi). Consideriamo
((12),(3 4)) < S4. Osserviamo che tale sottogruppo non ¢ transitivo (ad esempio
non esiste o tale che o(2) = 3) e che ¢ isomorfo a C; x C,.

Consideriamo ora il gruppo di Klein

V={(1),002)34),(13)(24),(14)(23)}.

Si mostra facilmente che V ¢ transitivo. Inoltre anche V ¢ isomorfo a C; x C,. Quindi
la transitivita non ¢ una proprieta invariante per isomorfismi.

Proposizione 4.14 — Caratterizzazione gruppi di Galois transitivi

Sia f € F[X] separabile. Allora f ¢ irriducibile se e soltanto se Gal(f) < S,, & transitivo
sulle radici.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia irriducibile. Quindi avremo

fX)=][(X=e) e  Fr=Flo,...,an].

j=1

Siano &, € {x1,...,n}. Flal, F[B] sono campi col gambo f. Vi & chiaramente un
isomorfismo Flod — F[B], « — B. Definisco f1 la composizione di tale isomorfismo con
I’immersione in Fy:

f1: Flad = F[B] < Fy.

Sappiamo, assumendo o« = oy, che f; puod essere esteso, passo dopo passo, a un F-
omomorfismo
fn: Floegy ..oy oon] = Fg — Fey 00— B

Quindi ho trovato f,, € Aut(F¢/F) = Gal(F¢/F) tale che f(x) = B. Dal momento che
posso trovare una tale mappa per ogni coppia di radici di f, cid significa che Gal(f) é
transitivo su S,,.

Supponiamo che Gal(f) sia transitivo. Sia g(X) € F[X] un fattore irriducibile di f(X). Se
« é una radice di g, allora per ogni radice b di f, sia ¢ € Gal(f) tale che o(x) = 3. Da
cui

9(p) = g(o(e)) = o(g(ax) = 0.

Quindi ogni radice di f & radice di g, ne segue che f | g e quindi f(X) = g(X) irriducibile.

O
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Esempio. Consideriamo f(X) = (X2 —2)(X% +1). Sappiamo che Q; = Q[v/2,1] e

Gal(@f)@) = { 01,04 = (x/z'_) iﬁ) y 02,03 = <\/ZH iﬁ) }

i+l i Fi
Ora, se denotiamo { o =V2,000 =—V2, 03 =1, 004 = —1 }, possiamo sfruttare
I’immersione isomorfa
Gal(f) = Sym({o1, 02, a3, a}) = S4

In particolare avremo

(\/fl—)\/i) (1) <\/_i—> \/_><—>(12)

i1 i1
2 2
<IHW> s (34) (fH f) s (12)(34)
i —i i —i
Ovvero Gal(f) = {(1),(12),(34),(12)(34)} < S,, che come ci aspettavamo dalla
proposizione non € transitivo.

Osservazione. Se invece consideriamo Q[v2 + i] = Q[v2,i] che ¢ il campo di
spezzamento di

9(X) =f 7,:(X)= X—05(V2+1)) =X — 2% +9,

=

j=1

ci aspettiamo che Gal(g) sia transitivo poiché g ¢ irriducibile su Q[X].
Ce lo aspettiamo mnonostante Gal(g) =  Gal(f), poiché abbiamo vi-
sto che la transitivitA non ¢ invariante per isomorfismi. Denotiamo

{ Br=v2+1,ps=—vV2+1iBs=v2—1iPa :—\fz—i}. Ora, dal momento
che Q[v2 + i] = Q[v/2,1], avremo che Gal(g) ha gli stessi automorfismi di Gal(f). In

particolare
B1— B B1— B2 B1— B3 B1— Ba
O__BZHBZ [32'—>[31 Bz'—>f54 Bz'—>f53
" B3 B3 2 B3 Ba B3 B Y By B2
Bs— Pa Ba— B1 Ba— B2 Ba = B1
da cui

01— (1) 02— (12)(34) 03— (13)(24) o4 < (14)(23).

Ovvero Gal(g) = V < Sy, che ¢ transitivo. In conclusione Gal(g) = Gal(f) ed entrambi
sono isomorfi a C; x C; < S4, ma solo Gal(g) ¢é transitivo. Questo accade poiché g
¢ irriducibile mentre f non lo é.

4.3 GRUPPO DI UN POLINOMIO NEL GRUPPO
ALTERNO

In questo paragrafo cercheremo di capire sotto quali ipotesi il gruppo di Galois di un
polinomio f di grado n, é contenuto nel gruppo alterno A .
Cominciamo con un breve richiamo sul segno di una permutazione.
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Definizione 4.15 — Segno permutazione

Sia 0 € S;,. Scritto 0 = cjo0cy0...0ck prodotto di cicli disgiunti, diremo che il
segno di o &

SgH(O‘) — (_1 )1(61 )+...+l(ck)—k,

dove con 1(cj) indichiamo la lunghezza di ;.

Osservazione. Alternativamente, scritto ¢ = Ty o ... o Ts prodotto di trasposizioni,
potevamo definire il segno di o come

sgn(o) = (—1)°.

Chiaramente le due definizioni sono equivalenti.

Esempio.

sgn(12)=(-N'==1 e sgn(12...n)=(-1"""

Definizione 4.16 — Gruppo alterno .

Considero la mappa

sgn: S, — {+1}, 0 — sgn(o)

che costituisce un omomorfismo suriettivo. Definisco il gruppo alterno di S, come il
nucleo di sgn:
An :=Ker(sgn) ={o0 €S, | sgn(c) =1}.

Osservazione. A, ¢é di fatto 'insieme delle permutazioni pari di S;,. La definizione
come nucleo di un omomorfismo pero ci garantisce che

An 95, e [Sn:Anl =2

Esempio. Consideriamo il gruppo delle permutazioni di ordine 3:
S;={(1),(012),(13),(23),(123),(132)}.
In S3 i 2-cicli hanno sgn = —1 mentre i 3-cicli hanno sgn = 1. Quindi

Az ={(1),(123),(132)}=Cs.

Proprieta 4.17. Sia f € F[X]. Allora D € F.

Dimostrazione. Ricordiamo la definizione di discriminante
Df = H((Xi — 0()')2.
i<j
Tale definizione, per via del quadrato, non dipende dall’etichettatura delle radici di f.

Quindi, per ogni o € Gal(f), avremo

oDs =[] (o(e) — o(0))* = Dy

i<j
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in quanto abbiamo solo riordinato le radici. Da cio segue

D e i =T

Definizione 4.18 — Radice del discriminante

Preso f € F[X], definiamo

Proprieta 4.19. Siano f € F[X] e 0 € Gal(f). Allora

0A¢ = sgn(0)As.

delle radici, facendo comparire un segno meno ogni volta che i < j e o(i) > o(j).

Dimostrazione. Non fornita. La tesi é comunque intuitiva poiché o scambia gli indici

C Teorema 4.20 — Quando Gal(f) < A,?

Sia f € F[X]. Allora Gal(f) < A, se e soltanto se A¢ € F, ovvero se D¢ & un quadrato
perfetto in F.

\§

Dimostrazione. Dalla proprieta precedente sappiamo che ocA¢ = sgn(o)A¢. Da cui
0CEA, < 0Af=A; < Ape Fprnel0
In particolare segue facilmente che

F[Af] _ anﬁGal(f) .

Inoltre [F[Af] : F] < 2 in quanto A% =DseF
In conclusione

Gal(f) < A, <= Gal(f)N A, = Gal(f) <= F[A{] = Fpn"G(0 _ pdallf) _

Da cui segue la tesi.

Sia f € F[X] un polinomio di grado 3. Allora

e Se f ¢ irriducibile,

e Se f é totalmente riducibile,
Gal(f) = {id}.

e Se f & parzialmente riducibile in un fattore di secondo grado e uno di primo,

Gal(f) = 7/27.
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Tabella 4.2: Sottogruppi transitivi di Sy4.

Sottogruppo Elementi Normale su S$47
Sa (M, {15, 1j k), 1) kU, {Ej)(kl) Si
Aq (M, ({1 k), (1)l Si
Dy (1),(1234),(1432),(13),(24),(ij)(kl) No
Ca ((1234) No
\4 (1),(12)(34),(13)(24),(14)(23) Si

Dimostrazione. Per definizione Gal(f) = Gal(F¢/F). D’altronde sappiamo che
# Gal(F¢/F) = [F¢ : F] < (degf)! =6.

Quindi Gal(f) ha ordine un divisore di 6.
Se f ¢ totalmente riducibile, ¢ chiaro che F¢ = F e quindi Gal(f) = {id}. Se f ha un fattore
di grado 2 irriducibile, allora F¢/F é un’estensione quadratica, in particolare

4 Cal(f) = [Fs: Fl =2 — Gal(f) = Z,2Z.
Supponiamo ora che f sia irriducibile. Avremo che se fla] =0, F C Fl«] C Fy, da cui
[F[oc] : F] =degf =3 = 3| [F:F] =# Gal(f).

Per cui 3 | # Gal(f) | 6, ovvero # Gal(f) € {3,6}. Dal teorema precedente sappiamo che
Gal(f) < Aj se e soltanto se As € F, ovvero se D¢ & un quadrato perfetto in F. Da cui

#Gal(f):[Ff:F]:{3 s¢ Dr =D 0

6 seDf#0

4.4 POLINOMI DI QUARTO GRADO

In questo paragrafo forniremo dei criteri per determinare il gruppo di Galois di un polinomio
f € FIX] di quarto grado che sia irriducibile e separabile.

Sappiamo che Gy := Gal(f) C Sym{w, 0z, 3, x4} = Sy, dove «; sono radici di f. Inoltre
Gy é transitivo su S4 poiché f ¢é irriducibile. G¢ deve pertanto essere uno dei sottogruppi di
S4 elencati nella tabella 4.2.

Osservazione. Forniamo qualche spiegazione sulla normalita dei sottogruppi transitivi
di S4:

e S4 ¢ banalmente normale in se stesso.
e A4 é normale in S4 poiché ha indice 2.

e D4 non & normale, infatti (12)(1234)(12)=(1342)¢D,.

C4 non é normale per lo stesso motivo di Dy.

e V & normale poiché coniugando un k-ciclo si ottiene sempre un k-ciclo. In
particolare tutti gli elementi di V distinti da (1) sono 2 x 2-cicli, quindi V ¢
normale.
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Definizione 4.22 — Risolvente cubica .

Supponiamo che f € F[X] sia un polinomio irriducibile e separabile di grado 4. Il suo
campo di spezzamento sara Fr = Flo, oz, a3, 4] dove «; sono le radici di . Presi

=010 + x304; =03+ axx04; Y =0+ KpK3.
Definiamo la risolvente cubica di f come

9(X) = (X—=o)(X=B)(X=7v).

Osservazione. Per prima cosa osserviamo che F C Fla, 3,y] C F¢. Inoltre, dal
momento che f é separabile, «, 3,y sono tutti distinti. Ad esempio

oa— P = (o1 —og)(axg —otg) #0.

Infine si puo facilmente verificare che S; permuta «,f,y, cioé se 0 € S; =
Sym{oq y X2, X3, “4}7 si ha
(T{O(, B)V} = {CX, B)V}

Proprieta 4.23. La risolvente cubica ha coefficienti in F.

Dimostrazione. Dall’osservazione precedente sappiamo che S4 permuta «,f3,y. In
particolare da

9(X) = (X=a)(X=B)(X—y) = 0g(X) =g(X), V 0 € S4.
In particolare G¢ C S4, quindi

g(X) € Fé7[X] = FIX].

Proposizione 4.24 — Forma esplicita della risolvente cubica

Supponiamo che f(X) € F[X] sia un polinomio separabile e irriducibile della forma
fX) =X*+bX> +cX?+dX +e.
Allora la risolvente cubica di f ¢

gX) =X —cX? + (bd—4e)X +4ce — d?.

Dimostrazione. Per definizione

g(X) = (X =) (X=B)(X =) =X* = (x+ B+ V)X* + (x B+ xy+BYV)X—xBY.

4
f(X) = H(X— o) =X — (1 40+ o3+ ) X3+ .. 4 oz,

i=1

A questo punto é sufficiente verificare 'esattezza delle identita sui coefficienti. O
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Tabella 4.3: Caratterizzazione dei gruppi di Galois per polinomi di grado 4.
Gr #VNGr #(Gi/VNGs)=#Gg = [Flx, B,v]: F|

S4 4 6
Ay 4 3
A% 4 1
D4 4 2
Cy 2 2

Osservazione. Se in f sostituiamo X — b/4 ad X, otteniamo
f(X—b/4) =X*+AX? +BX+C,

che sappiamo avere lo stesso gruppo di Galois di f(X). A questo punto la risolvente
cubica ha una forma pit compatta:

g(X) =X>—AX> —4CX+4AC — B2,

Proposizione 4.25 — Campo di spezzamento della risolvente cubica

Sia f € FIX] un polinomio irriducibile e separabile di grado 4 e sia Gy = Gal(f). Se
g(X) é la risolvente cubica di f, allora

_ VNGt
Fg _Ff )

dove V < S4 ¢ il gruppo di Klein.

Dimostrazione. In questa dimostrazione mostreremo solo una delle due implicazioni, poi-
ché la seconda richiede una parte di teoria dei gruppi che esula dagli argomenti di questo
COorso.

Per definizione sappiamo che Fq = Fla, 3,y]. Mostriamo che Flx, 3,y] C F}me. Se
o € V é facile verificare che

ox = o op =R; oy =7.
In particolare cio vale se 0 € VN Gy, da cui

® B,y € VNS — Fla, B,y] C FYC". O

Corollario. L’estensione Fl, 3,v]/F & Galois con gruppo di Galois

Gy
Vme.

Gg =

Dimostrazione. Siccome VN G¢ & normale in Gy, avremo che F}me = Fla, B,v]/F & nor-
male é quindi di Galois. In particolare, sempre per la normalita del gruppo corrispondente,
avremo

G

VNGe o

Gy =

Osservazione. Da cid segue un’importante caratterizzazione dei gruppi di Galois dei
polinomi separabili e irriducibili di grado 4. Nella tabella 4.3 possiamo vedere come il
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gruppo di Galois G4 ci permetta di determinare Gy, tranne nel caso in cui Gf = D4 o
Gs = C4. Per dare una determinazione in quest’ultimo caso, osserviamo che se g(X)
ha un fattore di grado due irriducibile, allora

Gg :CZ = Fg :F[\/ﬁ].

Consideriamo f in F[v/D] [X] Se f risulta ancora irriducibile, allora

D, feIrr (FlVDI[X])

[F;:FIVD]] =4 = Gf=Dy4. Quindi  G¢ = _ )
C4 altrimenti

\.

Esempio. Troviamo il gruppo di Galois di alcuni polinomi di quarto grado:

o X* —4x + 2 ¢ irriducibile poiché é un 2-eisenstain. La sua risolvente cubica &
X3 —8X —16 che & irriducibile e il suo discriminante non & un quadrato perfetto.
Quindi G4 = S3 da cui Gf = S4.

o X* +4X? + 2 ¢ irriducibile poiché & un 2-eisenstain. La sua risolvente cubica
¢ (X —4)(X? —8). Quindi Gg = C; da cui Gf & Dy oppure C4. Osserviamo
che Qg = QI[V2], su cui f si scrive come (X2 +2 —v/2)(X2 + 2+ v/2). Quindi
Gs = Cy.

o X* —2 ¢ irriducibile. La sua risolvente cubica ¢ X (X2 + 8). Quindi Gg=Cre
G ¢ D4 oppure C4. Osserviamo che Qg = Q[v—2], su cui f si puo dimostrare
essere ancora irriducibile. Quindi G¢ = Dy.

o X* +10X2 4 2 ¢ irriducibile. La sua risolvente cubica ¢ (X + 10)(X + 4)(X —4).
Quindi G4 = C; da cui Gf = V.

4.5 POLINOMI DI GRADO PRIMO

In questo paragrafo ci occuperemo di polinomi irriducibili che hanno grado primo. In parti-
colare studieremo il loro gruppo di Galois nel caso in cui abbiano precisamente p — 2 radici
reali.

Lemma 4.26. Sia H un sottogruppo di S,. Supponiamo che H contenga una
trasposizione e un p-ciclo. Allora H =S,,.

Dimostrazione. Non fornita. O

Proposizione 4.27

Sia f € F[X] un polinomio irriducibile tale che degf = p e f ha p — 2 radici reali e 2

radici complesse. Allora
Gal(f) =S;.

Dimostrazione. Sia Gy = Gal(f). Vogliamo applicare il lemma precedente a Gy.
Supponiamo che « sia una radice di f, avremo

F C Fla] C Fy, con [Flod : F|] =p.

Quindi p | [F¢ : F] = #G¢. Da un fatto di teoria dei gruppi, se p | #G con G un gruppo
finito, allora esiste g € G tale che ord(g) = p. Quindi nel nostro caso esiste 0 € G¢ tale
che ord(o) = p. Dal momento che G¢ < S, 0 ¢ necessariamente un p-ciclo, infatti non
esistono altri elementi di Sy, con tale ordine.
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Per trovare la trasposizione, osserviamo che, per ipotesi, vi sono solo due radici complesse.
In particolare se a1, € C\ R sono tali radici, necessariamente x; = &;. Quindi se
consideriamo "automorfismo

k: Fs —>Ff,O(P—>&,

avremo che
k(o) = o2; k(o) = o k(o) = oy, Vj = 3.

Quindi k = (1 2). Dal lemma segue che G¢ = S,,. O

Osservazione. Per ogni p primo esiste sempre un polinomio con le proprieta descritte
nella proposizione precedente. Se p = 2,3 ¢ facile dare degli esempi, supponiamo
quindi p > 5. Siano nj < ... <mnp_2 € N pari e m > 0 pari. Definiamo

gX) =X +m)(X—mnq) ...  (X—np_2).

Tale polinomio ha precisamente p — 2 radici reali. Cerchiamo di traslarlo opportu-
namente in modo da renderlo irriducibile senza cambiare il numero di radici reali.
Definiamo

2
e=min{|g(x)] >0:g'(x) =0}; n € N dispari tale che L<e

Prendiamo quindi
2
f1X) = g(¥) — = € QIX]

che p irriducibile. Infatti, per come abbiamo definito g, si mostra facilmente che
nf(X) =ng(X) —2 & un 2-eisenstain.

4.6 PROBLEMA DI GALOIS INVERSO (CENNI)

Questo paragrafo vuole solo accennare in cosa consiste il problema di Galois inverso. Per
una trattazione piu approfondita si rimanda ad un testo piu approfondito.

Il problema inverso consiste nel determinare, dato G un gruppo finito, se esiste f € F[X]
tale che

Tale questione resta un problema aperto nella sua forma piu generale. In alcuni casi
particolari € comunque possibile fornire una risposta certa.

Teorema 4.28 — Problema inverso per gruppi abeliani

Sia G un gruppo abeliano. Allora esiste f € F[X] tale che Gf = G.

4.7 CAMPI FINITI

In questo paragrafo per denotare un generico campo finito useremo il simbolo F. Cominciamo
con il riepilogare alcune proprieta dei campi finiti.

Proprieta 4.29. Esistono n € N e p primo tali che

#F=p™.
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Proprieta 4.30. Se F ha cardinalita p™, allora

F:]Fpn.

Osservazione. In generale Fpn # Z/p™Z. ]

Proprieta 4.31. F,~ /I, ¢ un’estensione finita di grado n.

Proprieta 4.32. Per ogni x € Fyn si ha xP" =x.

Proprieta 4.33. F,» /I, ¢ sempre un’estensione di Galois.

Dimostrazione. 11 polinomio XP" — X € F,[X] & separabile in quanto (XP" — X)’ = —1.
Quindi
]Fpn == (]Fp)xpﬂ_x

é il campo di spezzamento di un polinomio separabile. O

Proprieta 4.34. Due campi finiti Fg, e IFy, sono isomorfi se e solo se q1 = 3.

Proprieta 4.35. Per ogni g = p™ esiste un campo finito F di ordine q.

Dimostrazione. Consideriamo K = (IFp)xa_x il campo di spezzamento di X9 —X € F,[X].
Definiamo S ={ &« € K| a9 = « } 'insieme delle radici di X9—X. Osserviamo che |S| = q in
quanto sappiamo dalle proprieta precedenti che X4 —X € F,,[X] & un polinomio separabile.
Certamente S C K, se dimostriamo che S & un campo, esso deve necessariamente essere il
campo di spezzamento di X9 — X, da cui S = K. Ora S é chiaramente chiuso rispetto alla
moltiplicazione e al calcolo degli inversi. D’altronde é chiuso anche rispetto alla somma,
infatti, presi o, 3 € S, per la formula sbagliata avremo

(a+PB)9=(a+pP =P +BP =a+p = a+pES. O

C Teorema 4.36 — Gruppo di Galois di [,

71/Fp

Sia ¢ =p™ con p primo. Allora

Gal(F,n /F,) = Z/nZ.

Dimostrazione. Sappiamo gia che # Gal(Fpn /Fp) = [Fpn @ Fp] = n. Quindi, affinché
Gal(Fpn /Fp) = Z/nZ, ci basta dimostrare che Gal(IF,n /F,,) ¢ ciclico. Dobbiamo quindi
esibire un generatore. Consideriamo ’automorfismo di Frobenius:

. P
O: ]Fpn — Fpn,x’—>x .

Osserviamo che @ fissa gli elementi di Fp, quindi ® € Gal(Fyn/F,). A questo punto
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dobbiamo mostrare che @ ha ordine n. Osserviamo che

k

O*(X):=Do...oD(X)=XP .

k volte

Quindi
O™ (x)=xP" =x,Vxe Fpn.

Resta da mostrare che per ogni k < n, ®* # id, cioé che esite y € Fpn tale che ypk # .
Per un fatto di teoria dei gruppi, Fj,« ¢ ciclico. Sia y un generatore di Fyn, allora

ord(y) =p"—TLk<n = ypk_1 #1 = ypk #Y.

Quindi ord(®@) =n e (P) = Gal(Fpn /Fp). O

Osservazione. Alla luce delle proprieta precedenti, sappiamo che per ogni ¢ = p™ con
P primo, esiste Fq il campo finito con ¢ elementi. Inoltre due campi con q elementi
sono isomorfi. Infine Fq/IF, ¢ Galois e il teorema ci dice che

Gal(Fy/F,) = Z/nZ.

C Teorema 4.37 — F

pn come estensione semplice

Consideriamo 'estensione Fpn /Fy,. Allora esiste ¢ € Fpn tale che

Fon =F, (.

N\ J

Dimostrazione. Sia ¢ un generatore di Fi,«, che sappiamo esistere per un fatto di teoria
dei gruppi. Segue immediatamente che [, [(] = Fpn, infatti

Forn ={0,0,0%,...,07 1}, O

Osservazione. Piu in generale, tramite il teorema dell’elemento primitivo, si puo
dimostrare che se K/Q ¢ finita, allora esiste o € K tale che K = Q[«.

. J

C Teorema 4.38 — Sottocampi di F,»

Consideriamo 'estensione Fpn /I, Per ogni k | n esiste un unico sottocampo F,«
con p* elementi.

N\ J

Dimostrazione. Abbiamo mostrato che Gal(Fpn/Fp,) = Z/nZ = (®@). Per le proprieta dei
gruppi ciclici, sappiamo che per ogni divisore k dell’ordine di (@) vi & un solo sottogruppo

di indice k. Quindi per ogni k | n avremo il sottogruppo (®*) = 7/ %Z a cui corrisponde
il sottocampo

Fi = Fpe. O

Osservazione. Vale anche il viceversa, cioé se F,x C Fpn allora k | n. ]
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Definizione 4.39 — Funzione enumeratrice dei polinomi irriducibili in I,

Sia p primo. Definiamo la funzione che enumera i polinomi irriducibili di grado d in
F, come
Na(p) =#{ fehr (FpX]) |degf=4d}.

Proposizione 4.40 — Numero di polinomi irriducibili in I},

Sia p primo. Allora
> dNa(p) =p™

din

Dimostrazione. Consideriamo f(X) = XP" — X € F,,[X]. Se mostriamo

fx)= J[ * ()

felrr(Fp [X])
deg fIn
seguirebbe
p“:degf:degn H f:ZNd(p)d.
dn felrr(Fy, [X]) din
deg f=d

Mostriamo quindi (x). Sia g un fattore irriducibile di XP" — X e sia « una radice di g.
Avremo
Fp CFplad CFpn = degg = [Fplad : Fp] [ M.

In particolare, dal momento che XP" —X ¢ il prodotto di tali fattori irriducibili ed ¢ anche
separabile, segue
" -x| ] *

felrr(Fy [X])
deg fin

Per concludere basta dimostrare che se h € Irr (]Fp [X]) e degh | n, allora
h|XP" —X.

Sia B una radice di h. Per la corrispondenza e 'unicita dei campi finiti, Fy, [] si inietta
isomorficamente in Fyn. Nel sottocampo di Fpyn isomorfo a IFp[B] ci sono tutte le radici
di h, le quali sono in particolare radici di XP" — X. m|

Osservazione. Se n = 1 primo, allora la formula si riduce a
1
P —P

Ni(p) +INy(p) =p' = Ni(p) = o

poiché chiaramente Nq(p) = p.




COSTRUZIONI CON RIGA E
COMPASSO

5.1 INTRODUZIONE

I greci credevano che la dimostrazione ideale facesse uso della riga e del compasso. Furono
tre i problemi classici che questo metodo non riusci mai ad attaccare:

e la duplicazione del cubo;
e la trisezione di un angolo;
e la quadratura del cerchio.
Nell’800 Wantzel dimostro che tali problemi non erano risolubili con il metodo della riga e

del compasso.

In questo paragrafo daremo una struttura a tale approccio. Introdurremo i numeri "co-
struibili" che costituiscono un’estensione usata dai greci nella loro struttura numerica.

Definizione 5.1 — Punti d’orgine

Nella struttura delle costruzioni con riga e compasso, i punti O = (0,0) e (1,0), sono
"assiomaticamente" intesi come costruibili.

Definizione 5.2 — Operazioni con riga e compasso

Le seguenti sono tutte e le sole operazioni consentite con riga e compasso:
1. Si puo costruire la retta per due punti costruibili.

2. Si puo costruire la circonferenza data il suo centro e un suo punto.

Osservazione. 1l compasso viene inteso come "rigido", cio significa che a priori non ¢
possibile replicare il raggio di una circonferenza gia tracciata per disegnarne un’altra.

Definizione 5.3 — Punti costruibili

Sono costruibili tutti e soli i punti di intersezione di

o due rette costruibili;
e due cerchi costruibili;

e una retta e un cerchio costruibile.

Osservazione. In generale un punto del piano si dice costruibile se, attraverso le
operazioni sopra elencata, lo si pud ottenere dai due punti di origine (0,0) e (1,0).
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Notazione. Dati due punti A, B, indicheremo con
e AB la retta passante per A, B;

e C(A,B) la circonferenza di centro A e passante per B.

5.2 COSTRUZIONI ELEMENTARI

Proposizione 5.4 — Retta mediana

Siano A, B due punti costruibili. Allora possiamo costruire la mediana del segmento
AB.

Dimostrazione. Prendiamo le circonferenze C(A,B) e C(B, A). Dai punti di intersezione
delle due circonferenze possiamo costruire la mediana.

B S

Proposizione 5.5 — Cerchio per tre punti non allineati

Siano A,B e C tre punti costruibili non allineati. Allora possiamo costruire la
circonferenza passante per A, B, C.

Dimostrazione. Tramite la teorema 5.4 costruiamo le mediane di AC e BC. La loro
intersezione D costituisce il centro della circonferenza cercata.

Proposizione 5.6 — Perpendicolare passante per un punto sulla retta

Sia T una retta costruibile e sia A un punto costruibile sulla retta data. Allora
possiamo costruire la perpendicolare ad v passante per A.




5.2 COSTRUZIONI ELEMENTARI \

Dimostrazione. Sia B un altro punto sulla retta anch’esso costruibile, tale punto esiste
sicuramente dal momento che possiamo costruire rette a partire da almeno due punti.
Costruiamo la circonferenza C(A,B) e chiamiamo C l'intersezione, distinta da B, di tale
circonferenza con r. La mediana del segmento BC costituisce la perpendicolare cercata.

2 2
— 4

Proposizione 5.7 — Perpendicolare passante per un punto fuori dalla

retta

Sia T una retta costruibile e sia A un punto costruibile fuori da r. Allora possiamo
costruire la retta perpendicolare ad r passante per A.

Dimostrazione. Prendiamo B un punto costruibile su r e consideriamo C(A,B). Se
C(A,B) Nnr = {B} allora la circonferenza ¢ tangente alla retta. Per cui AB ¢ la perpen-
dicolare cercata. Supponiamo quindi che via sia un altro punto C # B nell’intersezione
C(A,B) Nr. La mediana di BC & la perpendicolare cercata.

Proposizione 5.8 — Parallela ad una retta

Sia T una retta costruibile e sia A un punto costruibile fuori da r. Allora possiamo
costruire la retta parallela ad r passante per A.

Dimostrazione. Per la teorema 5.7 possiamo costruire la perpendicolare 1’ ad r passante
per A. A questo punto sfruttiamo la teorema 5.6 per costruire la perpendicolare ad r’
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passante ancora per A. Abbiamo cosi ottenuto la parallela cercata.

Proposizione 5.9 — Circonferenza di dato raggio

Sia A un punto costruibile e sia BC un segmento costruibile. Allora possiamo costruire
la circonferenza di centro A e raggio |BC].

Dimostrazione. Per la teorema 5.8 possiamo costruire la parallela r a BC passante per
A. Costruiamo la retta AB. Ancora per la teorema 5.8 costruiamo la parallela v’ ad AB
passante per C. Intersecando t’ con r otteniamo un punto D a distanza [BC| da A.

Proposizione 5.10 — Bisezione di un angolo

Siano A, B, C punti costruibili. Allora possiamo dividere I’angolo BAC in due parti
uguali.

Dimostrazione. Prendiamo la circonferenza C(A,B) e D il suo punto di intersezione con
AC. Adesso prendiamo C(D,B) e C(B, D). La retta passante per le intersezioni delle due
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circonferenze biseca ’angolo dato.

O
5.3 NUMERI COSTRUIBILI
Definizione 5.11 — Numero reale costruibile .
Un numero reale « si dice costruibile se il punto (x,0) ¢ costruibile.

Osservazione. Piu in generale ¢ sufficiente richiedere che esista y € R tale che il punto
(¢, y) sia costruibile.

Definizione 5.12 — Numero complesso costruibile

Un numero complesso o« = x + 1y si dice costruibile se il punto (x,y) é costruibile.

Definizione 5.13 — F-piano

Sia F un sottocampo di R. Definiamo un F-piano come

FxFCRxR.

Notazione. Per un « € F positivo, definiamo /x come la radice positiva di «.

Definizione 5.14 — F-retta

Consideriamo un F-piano. Una F-retta é una retta in R x R passante per due punti
dell’F-piano. Tali rette hanno equazione

ax+by+c=0, con a,b,c € .
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Definizione 5.15 — F-circonferenza

Consideriamo un F-piano. Una F-circonferenza é una circonferenza di R x R di centro
un punto dell’F-piano e di raggio un elemento di F.

Lemma 5.16. Consideriamo un F-piano. Siano v # 1’ due F-rette e C # C’ due
F-circonferenze. Allora

1. rNr’ & vuoto oppure consiste di un solo F-punto.

2. 1N C & vuoto oppure consiste di uno o due F[/e]-punti, per qualche e € F
positivo.

3. CnN C’ & vuoto oppure consiste di uno o due F[/e]-punti, per qualche e € F
positivo.

|  Dimostrazione. Segue da semplici considerazioni geometriche.

Lemma 5.17. Siano a,b € R costruibili, con b # 0. Allora

a+b, a—b, ab, Va

a
E)

sono costruibili.

Dimostrazione. a,b sono costruibili, quindi per definizione i punti A = (a,0),B = (b,0
sono costruibili. Per costruire a + b supponiamo che b > a, prendiamo quindi C(B, A)
consideriamo la sua intersezione con la retta AB. Tale punto avra coordinate (a 4+ b,0
Analogamente si costruisce a — b.

Per costruire ab consideriamo O = (0,0),A = (a,0),B = (1,0),C = (0, b) che sono tutti
punti costruibili. Prendiamo 1 la retta BC e poi prendiamo la parallela ad r passante per
A. Chiamato D lintersezione della parallela con OC ottengo due triangoli simili OBC e
OAD. In particolare

|OC| |OD| b |OD|
—=— = —=—— = |OD|=ab.
OB| ~ |OA] 1~ a 0Dl =
Analogamente si costruisce a/b.

Infine per costruire v/a, poniamo A = (0,0) e B = (a,0), cosi da avere |[AB| = a. Co-
struiamo C a sinistra di A tale che |[CA| = 1. Prendiamo il punto medio M di CB e

pendicolare per A ad AB: Chiamato D l'intersezione superiore della perpendicolare con
la circonferenza, otteniamo due triangoli simili ACD e ADB. In particolare

AD| _ |AB|

= AD[* = |AB| = AD| = Va.
AC| —IAD| — AP =IABl=a = |AD| Va

C Teorema 5.18 — Caratterizzazione dei reali costruibili

Un numero reale « é costruibile se e soltanto se & contenuto in un sottocampo di R
della forma,

QL/at,...,v/a,  con a; € Ql/am,. .., /ail.
\§ J

quindi costruiamo la circonferenza ci centro M e passante per B e C. Prendiamo la per-
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Dimostrazione. Segue dai due lemmi precedenti.

O

Esempio (Duplicazione del cubo). Duplicare un cubo equivale a costruire una ra-
dice di X3 — 2. D’altronde tale radice genere un’estensione che contiene numeri non
costruibili

Esempio (Trisezione di un angolo). Supponiamo di voler trisecare un angolo 3.
Tramite semplici manipolazioni algebriche otteniamo

cos(3a) =4 cos® x — 3cos 0.
Posto cos o« = X otteniamo
4X3 —3X —cos(3a) =0

che in generale determina un’estensione cubica i cui elementi non sono tutti costruibili.

Esempio (Quadratura del cerchio). Per quadrare il cerchio bisognerebbe costruire
/7t che & un elemento trascendente e pertanto non costruibile.
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