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T | PROPRIETA ELEMENTARI
DELLE FUNZIONI OLOMORFE

Rivediamo alcune nozioni basilari dei numeri complessi, andando in particolare a descrivere
la relazione che intercorre fra C e R?.
Come prima cosa ricordiamo che R? ¢ un’algebra con il seguente prodotto:

%y, y") = ex" —yy',yx’ +xy’).
In C questo prodotto puo essere facilmente espresso con la notazione comune
(x+iy)(x' +iy’) = (xx' —yy’) +i(yx' +xy’).
Ricordiamo che la norma di z € C ¢é definita come segue
|zl = VzZ,

ovvero, se z =X+ 1y,

x+iyl =/ (x+iy)(x —iy) = VX2 +y2 = ||(x,y)]|.

Grazie alla notazione introdotta all’inizio, ¢ facile mostrare che la norma del prodotto
complesso ¢ uguale al prodotto delle norme. Infatti:

106,y (5 y ) = 106 YIS y )l

Un numero complesso puo essere rappresentato in diverse maniere. Una delle pitt comuni
¢ la rappresentazione sul piano di Argand, la quale sfrutta la relazione fra R? e C che fra
poco andremo a dimostrare. Essa associa al numero complesso z = x + iy il punto (x,y) sul
piano cartesiano.

Un’altra celebre rappresentazione dei numeri complessi, detta rappresentazione polare di
Gauss, sfrutta la possibilita di individuare un punto sul piano cartesiano tramite coordinate
polari in maniera univoca:

z=pe'? conp=|z| e d=argz.

Da questa notazione € possibile intuire che alla moltiplicazione in C é associata una roto-
dilatazione in RZ. Ovvero, preso un numero complesso & € C, vi & associato il seguente
operatore lineare:

My:C—Ciz—z- .

Tramite la rappresentazione polare, se x = pe'® e z=pet?, si ha
M‘x: 6eié — pﬁei(8+§].
Ad esempio se & = €73 allora M ¢ una rotazione di %
Mostriamo ora la corrispondenza biunivoca fra R? e C in maniera formale. Definiamo
quindi la seguente applicazione:

j: R - C, (’y‘) X 41y,

Se adesso consideriamo ’operatore lineare della moltiplicazione M, deve necessariamente
esistere una matrice A tale che il seguente diagramma commuti:

c M, ¢

i I

2 2
RTHR

un algebra é uno
spazio vettoriale
con una struttura
di prodotto
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Per quanto detto, sappiamo gia che la matrice deve corrispondere ad una roto-dilatazione.
Per trovarla esplicitamente assumiamo che il diagramma commuti, avremo:

A =j "Maj,

posto o« = a 4+ ib, segue

X\ _ . (XY . . a1 .
A(y)—J Ma](y>—l Mu(x +1iy) =j [oc(x—i-ly)]

— 5 " [(ax—by) +ilay +bx)] = (3;;22)
6 2)6)
b

a — .
A= \/a2—|—b2< a2b+b2 \/a;+b2> _ m(cos{) —smﬁ)

sind  cosd
VaZ+b? VaZ+b?

Da cui

dove ¥ = arg «.

1.1 DIFFERENZIAZIONE COMPLESSA

In questo paragrafo forniremo alcune definizioni elementari che verranno adottate per il resto
del corso.

Definizione 1.1 — Disco aperto

Sia zg € C e sia v > 0, si definisce il disco aperto centrato in zy di raggio r come

D(zy;t)={z€C:lz—zo| <T1}.

Notazione. Analogamente di definisce con D(zg; 1) il disco chiuso centrato in zo di
raggio T.

Osservazione. Su C ¢& definita la topologia indotta dalla topologia euclidea di R2.
Pertanto le palle aperte di C sono precisamente D(zp;1) con zg € C e 1 > 0.

Definizione 1.2 — Funzione differenziabile in C |

Sia f: A — C una funzione definita su A C C aperto e sia z € A. f si dice
differenziabile in z se esiste o« € C tale che

lg(h)]

f(z+h)—f(z) =a-h+gh),Vh:z+heA con lim =—— =0
h—0 |h|

Notazione. Diremo che f & olomorfa in z.

[ Osservazione. Se tale « esiste, avremo che /(z) = «. ]
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Esempio. Sia f: C — C,z — az+ b con a,b € C. Dalla definizione segue

direttamente
f(z+h) —f(z) = ah.

Da cui f'(z) = a.

Definizione 1.3 — Funzione olomorfa .

Sia f: A — C una funzione definita su A C C aperto. f si dice olomorfa in A se ¢
differenziabile in ogni punto z € A.

Notazione. Se f é olomorfa in A, scriveremo

fe H(A).

Definizione 1.4 — Funzione intera

Una funzione f: C — C si definisce intera se € olomorfa su tutto C.

Osservazione. Le funzioni olomorfe sono in particolare funzioni differenziabili in R?,
I'opposto € generalmente falso. Tramite la prossima proposizione mostreremo infatti
che esse corrispondono solo a quelle le cui derivate sono roto-dilatazioni.

Proposizione 1.5 — Equazioni di Cauchy-Riemann

Sia f: A — C,x+1y — u(x,y) +1v(x,y) una funzione definita su A C C aperto, con
u,v funzioni reali. Supponiamo che f sia differenziabile in zo = x¢ + iyo, allora u,v
sono derivabili parzialmente in x¢, Yo e sussistono le seguenti equazioni:

axu(XOaHO) = ayV(X0>y0)
dyu(x0,Yo) = —0xV(x0,Yo)

Dette equazioni di Cauchy-Riemann.

Dimostrazione. Per quanto detto a proposito delle funzioni olomorfe in un punto, avremo

. flzo +h) —f(z0)
/ _
Pleo) =l

Per ipotesi tale limite esiste, supponiamo f’(zp) = a +ib. Scegliamo ora h = (hy,0),
avremo

u(xo + hy, Yo) — ulxo,yo) +1i [v(xo + hx,Yyo) — v(x0,Yo)]
hy,—0 hy

% (xa, o) +1 2 (x0,Yo)

=—(x 1—(x .

ax X0 Yo ax O Yo

Dal momento che il limite esiste la parte reale converge alla parte reale del limite, e quella
immaginaria converge alla parte immaginaria, ovvero:

ou ov

a(xo»yo) =a e a(xo»yo) =b.




moltiplicando
sopra e sotto per
—1i
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Analogamente se scegliamo h = (0, hy), avremo

u(x0,Yo + hy) —u(x0,yYo) + i [v(x0, Yo + hy) — v(x0,Yo)]

f/(Zo) = lim

hy—0 H’Ly
~ lim v(x0,Yo + hy) — v(x0,Yo) — i [u(x0, Yo + hy) — ulxo0,Yo)]
- hy—0 hy
= 2 (xo,90) — i 2 (x0,y0)
= ay 0y Yo ay 0yYo)J-

Da cui 3 3
v u
@(XO»UO) =a € ay (XO»UO) =—b.

Per cui le derivate parziali di u,v soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann.

Esempio. La funzione f: C — C,z — z = x — iy ha parte reale u = x e parte
immaginaria v = —y, da cui

Oxu=1#—1=0yv.

Per cui f non é olomorfa in nessun punto. D’altronde se proviamo ad applicare la
definizione, otteniamo

f'(z) = lim fleth) —fz) _ lim il el lim E
) h ) h T hnsoh
1—1ik

1 Lk
Lrikso T+ ik’

dove chiaramente quest’ultimo limite non esiste.

Proposizione 1.6 — Funzione olomorfa é continua

Sia f: A — C una funzione su A C C aperto e sia z € A. Se f é olomorfa in z allora f
€ continua in z.

Dimostrazione. Per ipotesi f & olomorfa in z quindi esiste f'(z), da cui

lim [f(z -+ ) — f(z)] = Jim TEFT) = T2)

.0 —
h—0 h—0 h h=F(z)-0=0.

Dove I'ultima uguaglianza vale in quanto il limite del prodotto ¢é il prodotto dei limiti.

O
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Proposizione 1.7 — Regole di differenziazione

Siano f,g: A — C funzioni su A C C aperto e sia z € A. Supponiamo che f, g siano
olomorfe in z, allora:

1. f+ g é olomorfain z e

(f+9)(z) =f'(z) + ¢'(2)

2. fg é olomorfa in z e
(fg)'(z) = f'(z)g(2) + f(z)g’(2)

3. Se g(z) #0, g é olomorfa in z e

9

f\' . f(2)g(z) — f(z)g'(z)
( ) = g(z)?

Dimostrazione. Segue dalla definizione di funzione olomorfa. O

Esempio. Mostriamo che se f(z) = z" allora f'(z) = nz™'. Se n > 0 allora
si dimostra facilmente tramite induzione, descriviamo il procedimento per n = 2:
Abbiamo quindi f(z) = z2, ovvero f(z) = g(z)h(z) con g(z) = h(z) = z. Per le regole
precedenti avremo

f'(z) = g’'(2)h(z) + g(z)h/(z) =z +z = 2z.

Per n < 0 si procede in maniera analoga. Vediamo cosa accade per n = —1:
L —1——L——E+h—2 conh—z—o(h)
z+h 2z  z(z+h) 22 z2(z+h)’ 22(z+h) )

Esempio (Mappa di Koebe). Consideriamo la mappa

z

f: C\{—1}—)(C,Z’—> m

Per prima cosa osseriviamo che vi é una simmetria rispetto al disco unitario, infatti

1 1/z 1 z

1) LS S,
2T TR

Inoltre se z appartiene alla circonferenza unitaria, ovvero |zl =1 = zZ =1, si ha

flz) = z _ zZ _ 1 _ 1
T (1422 (1+2)2z2 (14222 (1+2z+22)z
1 1

T z12+z 2(1+%@)

Ora, ricordando che |z| =1 = R(z) € [-1, 1], avremo

1
f(z) € [4_1’+OO) , se |z| = 1.

7
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A questo punto possiamo mostrare che f: D — C\ [%, +oo) é biolomorfa. Inoltre, una

volta dimostrato quanto sopra, per simmetria anche f: D — C\ [%, +oo) risultera
biolomorfa.

o féiniettiva poiché f(z) = w é un’equazione di secondo grado, ma le due soluzioni
si trovano sempre una dentro e una fuori dal disco unitario.

e f & suriettiva poiché é possibile risolvere f(z) = w in funzione di w.
e f & olomorfa poiché & quoziente di mappe olomorfe

e L’inversa di f ¢ olomorfa in quanto si mostra che f'(z) # 0 se |z| # 1. Questo
significa che come mappa da R? a R? la derivata ¢ una roto-dilatazione non
nulla. Poiché le roto-dilatazioni sono invertibili e f € C' possiamo applicare il
teorema della funzione inversa e ottenere che localmente vi ¢ una sola funzione
inversa di f di classe C'. D’altronde l'inversa che abbiamo ottenuto risolvendo
f(z) = w ¢ globale, quindi, per I'unicita, essa deve coincidere con I'inversa locale.
Ovvero esiste inversa globale di classe C'.

In conclusione scriviamo lo sviluppo di Taylor di f. Per farlo assumeremo, dimo-
strandolo in seguito che sia lecito il passaggio della derivata all’interno di una serie
complessa.

z 1\’ d [ 1 d .
f(Z)Z(HZ)Z:Z(HZ) T <1+Z):Zdlzz(” z

=—z Z (—1)"nz" ! = Z (1) Tnzh,

n>l n>l

che é una serie con raggio di convergenza 1.

Esercizio 1.1 (Esercitazione 04/10). Sia f: Q — C tale che [f| & costante. Allora f
¢ olomorfa se e soltanto se f & costante.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia olomorfa e scriviamo f(x +1iy) = u(x,y) +iv(x,y).
Per ipotesi [f| & costante, per cui u? + v> = C. Possiamo inoltre supporre C # 0. In
particolare avremo

{;;(u2+v2)
2

=0 2u0xu+2vo,v =0
(W2 4+v*) =0

39 2udyu+2voyv =0

applicando le equazioni di Cauchy-Riemann otteniamo

{uaxu—vayuzo = (W u—vo,u)? + (udyu+vdu)? =0

udyu+vou=0

da cui
u? (9xu)? + v (dyu)? — 2uvddyt + u? (dyu)? + v (3xw)? + 2uvdudyv = 0
raccogliendo

W [(0xw)? + (Qyu)?] + v [(0xu)® + (dyw)?] =0 <= (u? +v?)[(0xu)* + (dyw)?] =0,
da cui, sapendo che u? +v? # 0,

(3xw)? + (dyu)? =0 = d,u,dyu=0,
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ovvero u é costante. D’altronde per Cauchy-Riemann
o,u=20 N o0,v=0
oyu=20 0yv=20

ovvero v costante. Quindi f risulta costante.
Banalmente vero. O <)

Esercizio 1.2 (Esercitazione 04/10). Sia Q C C aperto. Definiamo Q =
{zeCl|ze Q}=7(z). Preso f: Q — C definiamo inoltre

g: Q — C,z— f(z).

Allora f & olomorfa in Q se e soltanto se g & olomorfa in Q.

Dimostrazione. Chiaramente basta mostrare il "solo se", nel viceversa ¢ sufficiente
applicare nuovamente la funzione; ovvero basta definire h(z) = g(z) = f(z).

Supponiamo quindi che f sia olomorfa in Q e applichiamo la definizione di funzione
olomorfa a g:

lim glz+w)—g(z) ~ lim f(z+w) —f(z) — lim f(z+w) — f(z) ~ lim f(z+w) —f(z)
w—0 w w—0 w w—0 w w—0 w
. fz4+w)—f(z) . fz4+w)—f(z)
= llm — = llm p—
w—0 w W—0 w
= f/(i))
per cui g’(z) = f/(z), ovvero g é olomorfa in z per ogni z € Q. ]

1.2 SFERA DI RIEMANN

Definizione 1.8 — Sfera di Riemann

La sfera di Riemann, o piano complesso esteso, viene definita aggiungendo un "punto
, OP % s 1%

all’infinito" al piano complesso
> = CU{oo}.

Osservazione. Tramite la proiezione stereografica, si pudé mostrare che il piano com-
plesso esteso ¢ effettivamente una sfera dal punto di vista topologico. Preso un punto
P = (x,y,z) sulla sfera unitaria x2 +y2 + z2 = 1 si considera la sua proiezione sul
piano tramite il segmento congiungente con il polo NORD (0,0,1). La funzione di
proiezione ricordiamo essere

x+1iy
1—z°

¢: (%Yy,2) =

Si mostra quindi che ¢@: £ — C U{oo} & continua, in particolare per il polo NORD
N = (0,0,1) si ha

lim X, Y, z)| = +oo.
(x,y,z)GZ%N‘(p( 'Yy )l
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Definizione 1.9 — Intorni del punto all’infinito

Gli intorni di oo vengono definiti come i complementari delle palle dell’origine.
Pertanto una base di tali intorni é

{B(0;7)°}

>0 "

Osservazione. Con tali intorni C U {oo} ¢ compatto. Infatti se consideriamo una
successione {x,} avremo, nel caso che sia limitata un punto di accumulazione per
Bolzano-Weierstrass; nel caso in cui sia illimitata troveremo una sottosuccessione
Xn, tale che

lim |xpn, | = 400,
h—+oo

che per la nostra definizione degli intorni di oo implichera x,,, — oo.

Esempio. Consideriamo f: C\{0} - C,z — z+ 1; Tale mappa presenta chiaramente
una discontinuita nell’origine. Puo essere estesa ad una mappa continua se estendiamo
C a CU{oo} e ponendo f(0) = co. f risulterd quindi continua perché f(z) — oo per
z — 0, ovvero

lim [f(z)| = 4o0.

z—0

1.3 TRASFORMAZIONI LINEARI FRATTE

Definizione 1.10 — Trasformazione lineare fratta |

Si definisce trasformazione lineare fratta una mappa del tipo

az+b

cz+d’

f a b : CU{oo} - CU{o0},z+—
£ 3

con a,b,c,d € C e determinante non nullo ad —bc # 0.

Osservazione. Tali mappe sono olomorfe su C\ { —% } o su tutta la sfera di Riemann.

Osservazione. 11 determinante viene chiesto non nullo affinché f non risulti costante.

Esempio. La mappa )
z—1

:z+i

¢ una lineare fratta

Proprieta 1.11. La composizione di lineari fratte é ancora una lineare fratta.

Dimostrazione. Basta verificare algebricamente la seguente identita:

fabofa’b’:faba’b’ =
c d ¢ da c dj\c¢’ d
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Proprieta 1.12. Le lineari fratte sono invertibili e le loro inverse sono ancora lineari
fratte.

Dimostrazione. Nuovamente basta verificare un’identita:

1 =f _
a b a b\ "
c d c d

ricordando che il determinante delle matrici associate ¢ non nullo. O

Osservazione. Come immediata conseguenza delle precedenti due proprieta possiamo
affermare che le lineari fratte costituiscono un gruppo per composizione.

Proprieta 1.13. Il gruppo delle lineari fratte ¢ omomorfo a PGL,(C).

Notazione. PGL,(C) ¢ il gruppo delle matrici 2 x 2 invertibili con la relazione di
equivalenza che identifica le matrici a meno di un coefficiente costante.

Proprieta 1.14. Una lineare fratta f,, ,\ pud avere un punto fisso (se ¢ = 0), due

cd
punti fissi, oppure fissare tutto il piano risultando l'identita.

Proprieta 1.15. Siano f, g due lineari fratte e supponiamo che z1,z,,2z3 € C siano
punti distinti tali che

fz1) =g(z1);  flza) =9g(z2);  flz3) = g(z3).

Allora f coincide con g.

Dimostrazione. Per le teorema 1.11 e teorema 1.12 avremo che g~ ' of & una lineare fratta.
Inoltre tale mappa fissera z1,z2,z3, segue che g~' o f = Id per la teorema 1.14. Da cui

(7' of)(z) =2,V z = f(z) =g(2), ¥ z. O

Proprieta 1.16. Siano (z1,22,z3) e (W1, w2, w3) due triple di punti in C. Allora
esiste un’unica lineare fratta f tale che

f(z1) =wr; f(z2) = wy; f(z3) = ws.

Dimostrazione. L’unicita segue banalmente dalla teorema 1.15, infatti se vi fossero due
lineari fratte che rispettano la tesi, esse dovrebbero coincidere poiché coinciderebbero su
tre punti distinti.

Per dimostrare ’esistenza trovo due lineari fratte h e g tali che

Z1 0 Wi 0
h:zy— 1 e g:wy— 1
Z3 (.¢] W3 o0

e infine definire f = g~' o h. Tale f sarebbe infatti una lineare fratta per le teorema 1.11

e teorema 1.12 e soddisferebbe la tesi.

"
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Definisco h come il birapporto b(z,z1,z2,2z3), ovvero

Z—2Z1 Z2 —Z3
h(Z) = )
Z) —Z1 Z—Z3

ed analogamente definisco g. O

C Teorema 1.17 — del birapporto

Siano zg,2z1,22,2z3 € Wo, W1, Wz, w3 quadruple di punti distinti di C. Se T & una
trasformazione lineare fratta, allora

b(T(ZO))T(Z1 ))T(ZZ)>T(Z3)) = b(ZO)Z']»ZZ)ZZS)-

Viceversa, se b(wg, w1, wa,w3) = b(zg,21,22,23), allora esiste una trasformazione
lineare fratta T tale che

T(zo0) = wo; T(z1) =wr; T(z2) = wy; T(z3) = ws.

- J

Dimostrazione. Dalla definizione di birapporto sappiamo che

Z—2Z12Z2 —Z3

b(Z>Z1)ZZ)Z3): .
zZ—232) — 2

Definiamo f(;, ., ,,)(z) = b(z,z1,22,23) che risulta essere una lineare fratta. In parti-
colare avremo b(zo,z1,22,23) = f(2, 2,.2;)(20). Consideriamo ora f(,, ,, .,y © T che
sappiamo essere ancora una lineare fratta per le teorema 1.11 e teorema 1.12. Ora

T(z1) = 0
f(z1,22,23) oT 1 T(z2) = zp— 1
T(z3) Z3 o0

inoltre - .
—T(z1) T(z2) =T i

f(T(en) T(ea)sT(ze)) () = (21) Tlz) — Tlza) _, T(z2) = 1

z—T(z3) T(z2) — T(z1) T(Z3) 0o

Quindi, per la teorema 1.15, avremo f(,, ,, z,)© T 1= f(T(z1),T(22),T(23)), da cui

flz1,22,25)(2) = (F(T(21),T(22),T(z5)) 0 T) (2) <=
— b(Z, ZhZZ)Z.’)) = b(T(Z))T(ZI ))T(ZZ))T(Z3))) v z.

Definiamo due lineari fratte f;, ., 25y € fw,,w,,w;) come fatto nella prima parte della
dimostrazione, in particolare avremo

Z1 0 W1 0
flz1,22,25) 22 1 e fowr wa,ws) s W2 = 1
z3 o w3 o0

A questo punto ¢ sufficiente definire T = f(_V\1/1,W2,W3) © f(2,,2,,25) affinché si abbia la

tesi. O

C Teorema 1.18 — Birapporto di punti su una circonferenza

Siano z¢,z1,22,2z3 € C. Allora il birapporto b(zo,21,22,23) € reale se e soltanto se
i punti zp,21, 22,23 giacciono su una circonferenza o una retta.

\§
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Dimostrazione. Supponiamo che zg, 21,23, z3 giacciano su una circonferenza.
. N . . i : 4 .
Dalle proprieta della notazione polare, osserviamo che se z = pe'® e z/ = p’e'?’, si ha

z P RIS

z
oo = arg;:ﬁ—ﬁ’:argz—argz'.

Nel nostro caso avremo che

Zo —Z1 22 —Z3 Z0 — 21 Z2 — 21
arg b(zo,z1,22,23) = arg =arg —arg ————,
Z0 —Z3Z2 — 27 Zo —Z3 Z) —Z3

osserviamo che tale differenza ¢ nulla in quanto i due argomenti individuano angoli alla
circonferenza che insistono sullo stesso arco.

Viceversa se il birapporto b(zg,z1,22,23) & reale, per quanto appena visto gli angoli indi-
viduati dai due argomenti sono uguali e i punti giacciono pertanto su una circonferenza.
Osserviamo infine che la retta é un caso limite in quanto costituisce una circonferenza di
raggio infinito. O

Corollario. Le trasformazioni lineari fratte conservano l’'insieme delle circonferenze
e delle rette.

Dimostrazione. Per il teorema precedente sappiamo che un birapporto é reale se e soltanto
se 1 punti giacciono su una circonferenza o su una retta. D’altronde sappiamo per il
teorema 1.17 che le lineari fratte conservano i birapporti, da cui la tesi. O

Esercizio 1.3 (Cerchi di Apollonio). Siano a #b € C e sia k > 0. Allora il luogo

dei punti
|z —al
eC:— =k
{Z lz— bl ’

é una circonferenza ortogonale a tutte le circonferenze che passano per a e b.

Dimostrazione. Consideriamo la seguente trasformazione lineare fratta

z—a
z—b’

f(z) =k

chiaramente avremo f(a) = 0 e f(b) = co. Osserviamo quindi che le circonferenze per
le immagini di a e b non sono altro che le rette per l'origine. Ora dal momento che le
lineari fratte mantengono gli insiemi delle circonferenze, avremo che

{ £~ (rette per l'origine) } ={ circonferenze per a e b }.

Ora

BT ooz _f_lz—al _p
f {w.lwl—p}—{z.f(z)—p}—{z.klz_b —p}—{z.|z_b| —k}.

Infine tali circonferenze sono ortogonali perché le mappe olomorfe mantengono gli angoli,
in quanto le loro derivate sappiamo essere roto-dilatazioni. O

13
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1.4 INTEGRALI DI LINEA

Definizione 1.19 — Integrale di una funzione lungo una curva

Siano Q C C aperto e f: Q — C una funzione continua. Sia y € C' ([a, b],_O.).
Definiamo l'integrale di f lungo y come

Osservazione. Se f(x +1y) = u(x,y) +iv(x,y) e y(t) =v1(t) +iy2(t) si ha

rb
[[ftevaz = [ [utrt) + sv(ve)] o) + 142000 s
v b b
= | [utriein @ —vort)a] +1 | POt + o)) d
= P(udx—vdy) +1i J(vdx+udy).
it y

Esempio. Supponiamo che f = 1, avremo

b
J1 dz = j () dt "E y(b) — y(a).

a
v

Esempio. Supponiamo che f(z) = z, avremo

b b
[zaz= [ vwimar=| 5 By(t)z} dt = Ly2m) — Ly2(a).
J

Siano Q C C aperto e f: Q — C una funzione olomorfa con f’: Q — C continua. Se
v € C'(la,b],Q), allora

Dimostrazione. La continuita di f' mi garantisce 1’esistenza dell’integrale, da cui

b

b
[frarae=| romprwa=| Loy a

a a
v

= f(v(b)) — f(y(a)). O
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Esempio. Se y € una curva chiusa, allora per n > 0 avremo

Jz” dz =0.
v
Se poi 0 ¢ y([a, b]), allora l'integrale ¢ nullo anche per n < —2. Per n = —1 cio ¢

comunque falso, questo poiché non riusciamo a definire Inz su C \ {0}. Infatti preso
z € C e posto p = In|z| avremo che

z=l|zlel® = elnlEHid — P — In; —p 149,

Da questo capisco che la funzione non & definita in C\ {0}. Volendo sarebbe possibile
definirla su C\{z:R(z) >0}.

Proposizione 1.21 — Giri di una curva attorno all’'orgine

Sia y: [a,b] — C \ {0} una curva chiusa di classe C'. Allora

1 dz
— | —€Z
2mi J ’
Y
e possiamo definire tale intero come il numero di giri compiuti dalla curva attorno
all’origine.

Dimostrazione. Poniamo

La cui derivata sara

(1) = exp (j i“’)ds) YO _ oY Gy — emy) =0,

aY(s) /) v(t) v(t)
ovvero q (t) q (t) (t)
2 el aet) e
(t)aw =0 << Ty =0,Vtelab] = o C.
In particolare avremo
et)  ¢a) 1 . o) o) o)
y(t)  vyla) vla) yt)  y(b)  y(a)’
ovvero 1 (b)
- = @ —
vy D
da cui b () b ()
o ([P ) V(s) -
1=e p(LL y(s)ds) = L y(s)dSEZTHZ. O

Definizione 1.22 — Indice di avvolgimento

Sia y: [a,b] = C\ {w} una curva di classe C'. Definiamo 1'indice di avvolgimento di
vy rispetto a w come

1 dz
Ind(y,w) := RJZ—W € 7.
Y
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Definizione 1.23 — Lunghezza di una curva

Sia v: [a,b] — C una curva di classe C'. Definiamo la lunghezza di y come

b b

(D) dt :j dz.

a

L= |

a

Notazione. Se f: C — C ¢ una funzione continua, possiamo definire
b b
[ 2zl = [ etvtenpitoiae = | )iz s vam2a

a a
v

Proprieta 1.24. Siano y: [a,b] - Q e f € C(Q,C). Allora

[ f2)02| < [irzaz.

Y Y

Dimostrazione. Basta applicare la definizione di integrale lungo una curva e sfruttare le
proprieta sul modulo gia note:

b b ldz|
Jf(z) dz| = j Fy(0)7 (1) dt‘ <J |f(v(t))|\v(t)||dt|=j|f(z)||dz|. -
Y Y

Proprieta 1.25. Siano y: [a,b] = Q e f,g € C(Q,C). Se A, n € C, allora
J A f(z) +ng(z)]dz=A Jf(z) dz+un J'g(z) dz.
¥ ¥ ¥

|  Dimostrazione. Basta applicare la linearita alla definizione di integrale di linea. m|

Proprieta 1.26. Siano y: [a,b] - Q e f € C(Q,C). Supponiamo che @: [c,d] —
[a, b] sia di classe C! e che valgano @(c) =a e @(d) =b. Allora

Dimostrazione. Segue dalla regola della catena:
d d d
posto s = @ (t) J f(z)dz = J f(yo (p(t))a(y o@)(t)dt = J f(yo q)(t))i/‘ (t)(p’(t) dt
Yo c c ®
b
= J f(y(s))v(s)ds = Jf(z) dz O
Y
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Osservazione. Se valesse @(c) =b e @(d) = a si avrebbe

Notazione. Se v1,...,Yn sono curve di classe C' possiamo scrivere

Jf(z)dz: J f(z)dz+...+ J f(z) dz,

Yit...+vYn Y1 Yn

ovvero vediamo una curva come un elemento del duale delle funzioni continue su C.

Proposizione 1.27 — Convergenza degli integrali di linea

Sia f € C(Q,C) e siano yn,y: [a,b] — Q curve di classe C'. Se y, — v in C' allora

J f(z)dz — Jf(z) dz.

Yn Y

Dimostrazione. Dalla definizione di integrale di linea

b
| @z = tlmw)imma

a
Yn

Sappiamo che f é continua e y,, — y uniformemente, per cui foy,, — foy uniformemente.
Inoltre anche y,, — v uniformemente, per cui sono soddisfatte le ipotesi del passaggio a
limite sotto segno di integrale. Ne segue

b b
J f(Yn(t))yn(t)dt —>J f(y(t))y(t)dt uniformemente.

a a

Ovvero
J f(z)dz—>'|'f(z) dz. O

Yn Y

Notazione. Dire che y,, — y in C' significa che y,, converge uniformemente a y
insieme alla sua derivata, ovvero

||YTL _‘y”sup + ||YT1 _’}'/HSUP — 0.

1.5 TEOREMA DI CAUCHY

In questo paragrafo andremo a dimostrare uno dei principali risultati dell’analisi complessa: il
Teorema di Cauchy. In seguito analizzeremo alcuni risultati che discendono immediatamente
da questo teorema.

Nella sua forma classica il Teorema di Cauchy afferma che se Q C C é un aperto sempli-
cemente connesso, f: Q — C ¢ una funzione olomorfa e y & una curva chiusa di classe C' in
Q, allora

Jf(z) dz=0.

v

17
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R - -
l R T l R(2) T
— —_— 3 5
l RG) T i R(#) T &» Rs

Figura 1.1: Bisezione del rettangolo R.

Questo enunciato ricorda molto da vicino il Teorema di Stokes, abbiamo infatti osservato che
Iintegrale di una funzione complessa ¢ come fare 'integrale di una 1-forma, che nel nostro
caso di funzione olomorfa risultera chiusa per Cauchy-Riemann.

D’altronde ’enunciato di Stokes che conosciamo non puo essere applicato in questo caso,
poiché esso richiede che la forma sia di classe C', mentre la nostra funzione ¢ solamente
olomorfa, che non ci fornisce informazione riguardo la continuita della derivata.

Procediamo quindi nel dimostrare alcuni lemmi che sfrutteremo nella dimostrazione del
teorema.

Lemma 1.28. Sia f: R = C una funzione continua definita sul rettangolo R. Se
esistono R, C R tali che R, — R, allora

J f(z)dz=0,Vn = Jf(z)dz:o.

OR, oR

Dimostrazione. Per la teorema 1.27 avremo

J f(z)dz — Jf(z) dz.

OR, oR

Questo vale anche se Ry, R sono C' solo a tratti, infatti ¢ sufficiente spezzare i rettangoli
nei quattro lati che li costituiscono, i quali sono chiaramente curve C', e infine ricomporli
dopo aver applicato la proposizione. m|

N

C Teorema 1.29 — di Cauchy per i rettangoli

Sia R C C un rettangolo non degenere. Sia f: R — C continua su R e olomorfa su
R. Allora
J f(z)dz = 0.

oR

- J

Dimostrazione. Possiamo supporre che f sia olomorfa in un aperto che contiene R. Infatti
se prendo R, € R con R, — R, avro che f é olomorfa in un aperto che contiene R,,. Per
il lemma precedente avremo

J f(z)dz=0,Vn = Jf(z)dz:o.
dRyn 9R
Introduciamo la notazione

n(R) = J f(z) dz,
oR
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che utilizzeremo anche per ogni rettangolo contenuto in quello di partenza. Se dividiamo
R in quattro rettangoli congruenti R(1), R(2), R(3) R4 otteniamo che

n(R) =n(RM) +n(R?) +n(RP)) +n(RM),

dal momento che, come ¢ visibile nella figura 1.1, gli integrali si cancellano a vicenda sulle
linee in comune. Applicando la triangolare avremo

M(R) = mRM)+n(RP)+0(RP) 40 (R < MR+ (RPN +(RE) +m(R™)),

per cui almeno uno dei rettangoli R, k = 1,2, 3,4, soddisfera la condizione

1
oy s L
R > ZMR)I-

Chiamiamo tale rettangolo Ry. Iterando questo processo otteniamo una catena di
rettangoli RD Ry D ... D R,y D ... con la proprieta

1 1
MR Z 7 MRe-1)l = MR > TM(R)]
Poiché la catena di rettangoli é in particolare una catena di compatti, la loro intersezione
convergera ad un punto z* € R, ovvero R,, sara contenuto in un intorno D(z*,$) quando
n sara sufficientemente grande. Possiamo inoltre prendere 6 abbastanza piccolo affinché
f sia definita e olomorfa in D(z*,8). Inoltre, fissato £ > 0, possiamo trovare  tale che

f(z) — f(z*
‘(Z)iz)f’(z*) <e se |z —z*| < 8,
z—z
ovVvero
If(z) — f(z") — ' (z*)(z — 2")| < elz — 2| se |z —z*| < 6. (1.1)

Assumiamo quindi che & soddisfi queste condizioni e che R, sia contenuto in D(z*,?).
Osserviamo inoltre che

J dz=0 e J zdz = 0.
OR, ORy

Questi casi particolari sono banalmente veri in quanto 1 e z sono rispettivamente le
derivate di z e z2/2 e OR,, ¢ una curva chiusa.
Di conseguenza possiamo scrivere

da cui, per la (1.1)
m(Ra)l < J elz— 2*|ldz.
OR,,

Nell’ultimo integrale |z — z*| ¢ al pit uguale al diametro D,, di Ry. Inoltre, se denotiamo
con Py, il perimetro di R,,, otteniamo

m(RnN < SDn J ‘dZ| = 5DnPn-
oR,

D’altronde se D e P sono rispettivamente il diametro e il perimetro del rettangolo R di
partenza, valgono

D P
Dn:27n e Pn:27n’
da cui Op
€
mM(Rn)l < — M(R) <eDP.

4T1

Dal momento che ¢ & arbitrario possiamo solamente avere 1(R) = 0, ovvero la tesi. O
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z+h
AY5
z >
Yé
Y2 Y4
Y1 Y3

Z0

Figura 1.2: Curve per F(z+h) — F(z).

C Teorema 1.30 — di Cauchy per i dischi aperti

Siano D C C un disco aperto e zg il centro di D. Sia f: D — C olomorfa in D. Se
v: [a,b] — D & una curva chiusa di classe C', allora

Jf(z) dz = 0.

v

J

Dimostrazione. Per la teorema 1.20 & sufficiente trovare F: D — C olomorfa tale che
F/(z) = f(z), V z € D. Definisco quindi

F(z) = J f(w)dw + J f(w) dw,

Y1 Y2

dove y; consiste nella curva orizzontale da (xo,Yo) a (x,Yo) e Y2 in quella verticale da
(%, yo) a (x,y).

Per mostrare che F & olomorfa e vale F'(z) = f(z), per prima cosa mostriamo F'(zq) = f(zo),
verificandolo con la definizione di derivata. Posto h = z — zp avremo

1E[F(z) — Flz5] — f(zo)h]‘ = ':L[ J f(w) dw — f(zo)h] ‘ = ‘:t J [f(w) — f(z0)] dw
Yi+v2 Yi+v2
1 €
<m J F(0w) = Fz0)] il < o J dwi
Yi+v2 Yi+v2
= ﬁ V2Ih| = eV2

Per cui dato ¢ trovo b tale che, per |h| < §, si ha

‘:L[F(Z) — F(zo) —f(lo)h]’ <e = F(zo) = f(zo).

Mostriamo adesso il caso generale:
F(z+h) —F(z) = Jf(w) dw — Jf(w) dw,

Y +Hystyatys  yf+v2

dove Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Ye Sono le curve mostrate in figura 1.2. Ora, il teorema di Cauchy
per i rettangoli applicato al rettangolo identificato da y> 4+ y¢ — Y4 — Y3 ci dice che
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I'integrale di f lungo il rettangolo ¢ nullo, per cui

F(z+h)—F(z) = J f(w)dw — J fw)dw = J f(w)dw — J f(w) dW+J f(w)dw

Y3+vat+vys Y2 Y3+vatvys Y2 Y2+Ye—Ya—Y3

= J f(w) dw,

Y5+Ye

che ¢ analogo al caso precedente. O



2 | FORMULA INTEGRALE DI
CAUCHY

Una semplice applicazione del teorema di Cauchy ci permette di rappresentare una funzione
olomorfa come un integrale di linea. In questo capitolo studieremo le numerose conseguenze
di tale formula.

2.1 INTRODUZIONE

C Teorema 2.1 — Formula integrale di Cauchy )

Sia f: D(zo; 1) — C una funzione olomorfa e sia y una curva chiusa in D(zo; 1) \{z0}
tale che Ind(vy,zo) = 1. Allora

f(zo) = 1 J f(z) dz.

T 2mi) z—2z
Y

Dimostrazione. Definiamo la seguente funzione

f(z)—f(zo)

N )
g(z) = oy 7o

' (z0) z=29

tale funzione ¢é continua in D(zp;1) e inoltre ¢ olomorfa in D(zg; 1) poiché quoziente di
funzioni olomorfe e, come vedremo in seguito, z¢ & una singolrita eliminabile. Applicando
il teorema di Cauchy otteniamo

flz) —f f d
ozji(z) (ZO)dz:J (z) dz—f(zo)J -
zZ—2Zy zZ—2Z Z—20
Y Y v
:J f(z) dz — f(zo) 27ti Ind(y, zo),
Z—Zo ~—
Y =1
da cui : .
flzo) = 5 | 0 d o
2nti | z— 29
Y

Osservazione. In generale quindi il valore di f in un aperto é determinato dal valore
di f sul bordo dell’aperto. Da cid segue che preso v’ < 1, ho che, se z € D(zp;1’),
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allora
D(zo;7)

f(z) —ijdw

T 2ni)w—z
0B (zo;1’)

- D(zo;7)

Osservazione. Esistono funzioni C* (R, R), dette modificatori, che sono nulle fuori da
un compatto, ad esempio

) = {e_”'zwf xe (1,1

0 altrimenti

Se fosse possibile replicare questo comportamento in R? — R? avremmo trovato un
controesempio al teorema. Da cid deduciamo che non esistono modificatori olomorfi,
ovvero non esistono funzioni olomorfe nulle fuori da un compatto.

Esempio. Calcoliamo il seguente integrale

—dz.
z

|z|=1

Se prendo f(z) = e*, applicando la formula di Cauchy nell’origine ottengo

2mti z
|z|=1
Per cui il nostro integrale vale 27 1.
Esempio. Calcoliamo il seguente integrale
J dz
22+ 1

|z|=2
Applichiamo qualche manipolazione

dz 1/ 1 1 1 1 1
J 2+1 J Z<z—i_z+i) dz:Z{ J i J z+id‘7‘]’

|z|=2 |z|=2 |z|=2 |z|=2

che & la formula di Cauchy applicata a f(z) =1, da cui

J _ -1 =o.

23
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2.2 DERIVATE SUPERIORI

Proprieta 2.2. Le serie di potenze sono olomorfe all’interno del disco di convergenza.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia una serie di potenze del tipo

fz) = ) anlz—2z0)™

n=0

f converge uniformemente sui compatti di D(zo; 1) dove r & il suo raggio di convergenza.
Ora la serie delle derivate

Z nan(Z_ZO)niu

n>1

converge ancora uniformemente sui compatti di D(zp;r). D’altronde se la serie delle
derivate converge uniformemente e la serie delle funzioni converge in un punto, allora la
serie delle funzioni converge in un punto e la derivata della serie ¢ la serie delle derivate.

O

Osservazione. In generale cio significa che le serie di potenze possono essere derivate
termine a termine.

Esempio. Consideriamo la funzione esponenziale

che ha raggio di convergenza +oco. f & quindi una funzione intera. Scriviamo ora la
sua derivata

n—1

d no__ z 2%
R i 1:Z(n—mzzﬁzez'

k>0

\

‘4 Teorema 2.3 — Funzioni olomorfe sono analitiche

Sia Q C C aperto e sia f: Q — C una funzione olomorfa. Preso zg € Q sia D(zo; 1)
il piu grande disco centrato in zp e contenuto in Q. Allora per ogni z € D(zp; 1) si
ha

1 f(z)
f(Z) = Z an(Z—Zo)n) con a, = _J—M dZ)
n>0 27T1Y (z—2zo)™*

dove y = 0D(zp;1’) con 1/ < 1.

N\ J

Dimostrazione. Applicando il teorema di Cauchy ad f otteniamo

1 [ fw) 1 f(w)
flz) = — -
(2) Znidw—zdw ZﬂiJ(W—Zo)—(Z—Zo)dw
Y Y
[ _ n
utilizzo la serie = L ! f(w) d:\izo = LJ f(w) Z (z Zo)n dw
geometrica 27{1;/ W — Zo 1— Wzo ZTCIY W — Zo ns0 (w—z0)
_ 1] (z—2zo)"
T 2mi | f(w) Z (W —zg)™H] dw,
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dove la serie converge uniformemente in w in quanto

|z — zo| _|Z—Zo|<T’_]
lw—2zo] 1 v

Posso quindi portare la serie fuori dall’integrale ottenendo

1 f(W) n n
f(Z)ZngNJ'WdW(Z—ZO) Z;an(Z—Zo) . a
Yy nz

Osservazione. Avremmo anche potuto dimostrare che

f(w)

(n) - |
f(z0) = ZniJ (w—zo)+! dw,
Y

per ottenere la tesi tramite ’espansione di Taylor.

Esempio. Calcoliamo

dz )
Jz3(z‘0—2)’ dove y(t) = e'*, t € [0, 271,

Y

Poniamo g(z) = ;ﬁ]_ﬁz che risulta olomorfa in B(0; 1+ ¢). Applicando la formula di
Cauchy per le derivate avremo

1 (g(z) . g¢"(0)
zmj 2 =5
Y

Poiché ci troviamo in B(0, 1+ ¢) riusciamo facilmente a scrivere I’espansione di Taylor
di g nell’origine, cosl da non dover calcolare esplicitamente la derivata seconda di g.

T 1 1 1 (z >‘°"
210 _ 2 2 _ .10 2]_( = )10 2n>0 2 c

Da cui segue g”(0) = 0.

Osservazione. Dal teorema segue che la serie di Taylor converge nel piu grande disco
D(zo;T) contenuto in Q.

Esempio. Consideriamo, su Q = C\ {1}, la funzione

f(z) =

—
|
n




lw—z| =1 1in
quanto
w e oD (z;1)

26
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Sappiamo che la sua serie di Taylor ¢ la segunte

per cui otteniamo proprio che il suo raggio di convergenza é 1, come ci aspettavamo.

f Teorema 2.4 — di Liouville

Se f: C — C ¢ una funzione limitata e olomorfa, allora f & costante.

- J

Dimostrazione. Basta dimostrare che f'(z) =0,V z € C. Usiamo Cauchy per scrivere la
derivata prima: posto y = 0D(z;r) avremo

T2

Per ipotesi sappiamo |f(w)| < M per qualche M € R. Da cui

1 B [f(w)] 1 (M
EJ _ZNJ wi < ZnJrZ dwi
% % %
ZLMZ r:MH_"%())
27 12 T
da cui
[f'(z)] =0,VzeC O

Osservazione. In R questo teorema ¢é falso, si veda il seno come esempio di una
funzione limitata che non é costante. D’altronde in C il seno non ¢é limitato, infatti

. eiz — e_iz . . Sinht [t]
sinz = ———— = sin(it) = ~e

se t € grande.
21 i &

Esempio. Supponiamo che f: C — C sia olomorfa e tale che [f(z)] < le?,
dimostriamo che f(z) = ae® per qualche a con |a] < 1. Consideriamo

_ f(2)
9(z) =
Per ipotesi avremo
f(2)]
z)| = —— <1
90l = T

Quindi per il teorema di Liouville avremo g(z) = a, da cui f(z) = ae*.
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Corollario. Teorema Fondamentale dell’Algebra.

Dimostrazione. 1l teorema di Liouville porta ad una semplice dimostrazione del Teorema
Fondamentale dell’Algebra. Infatti se, preso P: C — C con degP > 0, supponiamo per
assurdo che P non abbia zeri, posso considerare la funzione

1

g(z) = WZ))

che ¢ intera. Inoltre ¢ limitata per Weierstrass generalizzato, infatti

. 1
lim |g(z)] =

lim =
|z|——+o0 lz|=+oo |[Anz™ + ...+ ag|

Quindi per il teorema di Liouville P risulta costante, ovvero un polinomio di grado 0, che
& assurdo per ipotesi. O

Corollario. Se f: C — C & una funzione olomorfa tale che SR(f) oppure J(f) & limitata,
allora f & costante.

Dimostrazione. Supponiamo che PR(f) sia limitata, ovvero esiste M > 0 tale che |Rf(z)| <
M, V z € C. Consideriamo la funzione g(z) = e’#) che ¢ intera. Inoltre avremo

|9(Z)| — |e‘ﬁf(2)eijf(z)| _ emf(z) < eM'

Quindi per il teorema di Liouville avremo g costante, da cui

0=g'(z) =" f(z) = f(z)=0,Vz€C,
#0

ovvero f costante. O

C Teorema 2.5 — di Liouville generalizzato

Sia f: C — C una funzione olomorfa tale che

[f(z)] < A+ Blzl", V z € C,

allora f & un polinomio di grado al piut n.

- J

Dimostrazione. Dimostriamo che f("*1) = 0 utilizzando la formula di Cauchy:

1 f(w i
f+(z) = p J #dw, con yg: [0,271] — C,t+— z+ Re'".
YR

Passando al modulo avremo

1| [(*™ f(z+Re't :
|f(‘n+1)(z)| — J (Z ) Rielt dt

T o (Reit)n+2
1 [ A+Blz+Rett™

S o Rn+2

Osserviamo che I'argomento dell’integrale tende uniformemente a zero quando R — +o0.

Per la convergenza uniforme posso portare fuori il limite dall’integrale per ottenere che
[f"+1)(2)] < 0 quando R — 400, ovvero

fH(z) =0,V z e C. |

Rdt.

0
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. 8 . o 2
Esempio. Su R questo teorema ¢ falso, ad esempio la funzione f(x) = x? + e~ *
cresce in modo polinomiale ma non é un polinomio.

\. J

T Teorema 2.6 — di Morera \

Sia Q C C aperto e sia f: QO — C una funzione continua tale che, per ogni curva
chiusa y in Q, si abbia

Jf (z)dz =0.

Y

Allora f ¢ olomorfa in Q.

Dimostrazione. Fissato zg € Q definiamo
F(z) = J f(w) dw,
yl

dove vy, soddisfa v, (0) = zo,v2(1) = z. Osserviamo che F cosi definito non dipende dalla
curva, infatti se y & un’altra curva che soddisfa 0 +— zg, 1 — z, definisco

J(t) = Vz(t) t € [0,1]
YWE502-0 ten,2)

che ¢ una curva chiusa su Q, quindi per ipotesi
0= Jf(w) dw = J f(w)dw — Jf(w) dw.
¥ 2 ¥
A questo punto ¢ sufficiente mostrare che F/(z) = f(z), infatti ¢ facile dimostrare che

F(z+h) —F(z) = J f(w)dw ~ f(z) h.

Yh

Quindi f ¢ la derivata di una funzione olomorfa, pertanto f ¢ anch’essa olomorfa. O

2.3 APPENDICE

C Teorema 2.7 — Proprieta del valor medio \

Sia Q C C aperto e sia f: Q — C una funzione olomorfa. Prendiamo zp € Q e
T > 0 tale che D(zo;1) C Q, allora

1 27 .
f(zo) = I L f(zo +1et®)dd.

Dimostrazione. Per la formula di Cauchy sappiamo

1 f(w)
o) =5y | e dw.

0D (zo;1)
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Parametrizziamo 0D(zo; 1) tramite vy, : [0,271] — Q,9 — zo +1e'?, da cui

1 f(w) T (P flzo+1e®) . o
f = — dw = — _ W as
(20) 2mi J w—zg w ZniL Tel?d rie
VT
1 27 o
_ i
=5 L f(zo +Te'V)dy. o

Teorema 2.8 — Principio del massimo modulo

Sia QO C C aperto e connesso e sia f: Q — C una funzione olomorfa. Allora |f| non
pud assumere massimo in zp € () a meno che f non sia costante.

Dimostrazione. Supponiamo che [f(zo)| = sup{|f(z)| : z € Q }, mostriamo che f & costante.
Per prima cosa mostriamo che |f(z)] = [f(zo)|, V z € Q tramite un argomento topologico:
Definiamo

Q1 ={ze Q:fz)l <[f(z0)l} e Qa={ze€Q:[f(z)]=If(z0)l}.
Chiaramente Q7 UQ; = Q e Q7 N Q5 = (), mostriamo che tali insiemi sono anche aperti:

e Qp = [f|! ( — 00, |f(zo)|), dove |f| ¢ una funzione continua e (— 00, |f(zo)|) é un
intervallo aperto. Per cui Q7 é aperto in quanto controimmagine di un aperto
tramite funzione continua.

e Preso z; € O, applico il teorema del valor medio:

1 27 . 1 27 .
t t
|f(z1)|_'27TL f(z1 +ret )dt' < ﬂL [f(z1 +1e'Y)|dt.
Osserviamo che z;7 € Q; = |f(z1)| = [f(z0)| che & massimo. Quindi |f(z; +

rett)] < [f(z1)], inoltre se la disuguaglianza fosse stretta anche per un solo valore
di t allora lo sarebbe, per continuita, su tutto un intervallo. Ma in tal caso il valore
medio di |f(z; +1elt)], a cui si riferisce I'integrale, sarebbe strettamente minore di
[f(z1)|, che contraddirebbe quanto affermato con il teorema del valor medio. Per
cui

If(z1 +retY)| = [f(z1)], V t € [0, 27].

Ovvero Q; é aperto poiché ogni punto di O, ha un intorno aperto contenuto in
Q,.

Per connessione di Q avremo quindi Q7 = () oppure Q, = (. D’altronde z¢ € Q, ci dice
che Q; # (. Ne segue Q1 =0 = Q, = Q, ovvero [f| costante.
Mostriamo ora che |f| costante implica f costante: se

f(x,y) = ulx,y) +ivix,y),

definiamo F(x,y) = u?(x,y) +v*(x,y) = [f|* che & quindi costante. In particolare avremo

0= (0xFlx,y) 0,F(x,y)) = (2ulxy) 2vix,y)) (%;3&’5)) gi:&fﬁ?)

abbiamo quindi
u(x,y) =v(x,y) =0 oppure f'(x,y) =0,

in entrambi 1 casi f risulta costante. O
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C Teorema 2.9 — Principio di identita

Sia Q C C un aperto connesso e siano f,g: Q — C due funzioni olomorfe. Se
f(ln) = g(Zn) ezn — zo € Q, allora

f(z) =g(z)V z € Q.

- J

Dimostrazione. Posto h(z) = f(z) — g(z), ci basta dimostrare che se h(z,) =0 e z, —
zo € Q allora h(z) = 0V z € Q. Definiamo quindi i seguenti insiemi e procediamo con
I’'usuale argomento di connessione:

Q71 ={z| z punto di accumulazione e h(z) =0}

Q5 ={z|h(z) # 0 oppure z zero isolato di h }.

Chiaramente Q = Q7 U Q5 e O3 NQ, = (. Ci basta quindi dimostrare che Q7, Q) sono
aperti affinché, per connessione, si abbia che uno dei due insiemi é vuoto. D’altronde
zo € Q7 per ipotesi quindi Q7 # 0 = Q7 = Q da cui la tesi.

e Q) aperto: sia Z € Qj; se h(zZ) # 0 per la permanenza del segno esiste r > 0 tale
che
h(z) #0V z € B(z; 1),

ovvero B(z;1) C Q5. Se invece zZ & uno zero isolato di h ¢ tautologico dire che vi &
un intorno di z che non contiene zeri di h, ovvero trovo r > 0 tale che

h(z) #0V z € B(zo; 1) \ {z0},
da cui B(zq;1) C Q5.

e (7 aperto: preso z € Q; sviluppiamo h nella sua serie di Taylor attorno a z:
o0
h(z) = Z an(z—2)" per z € B(z; 1)
n=0

Da h(z) = 0 segue ap = 0, in particolare avremo
h(z) = an(z—2)" + ans1(z—2)" +... pern > 1.

D’altronde se per assurdo esistesse n tale che a,, # 0 si avrebbe, per z # z e
|z —Z| < &,

hz)=an(z—2)" +ans1(z—2)" +... = (z—2)" [an + ans1(z—2) +...] #0,

in quanto (z—2z) #0 e l(z) = [an +ani1(z—2)+.. ] é olomorfa, in particolare
continua, da cui

1(z)] > %Il(iﬂ _ %|an| 20,

Ma cio ¢ assurdo in quanto Z risulterebbe uno zero isolato di h, contraddicendo
Passunto di Z € Q7. Per cui a, =0,V n — f(z) =0,V z € B((z);7), da cui la
tesi. a

Osservazione. Consideriamo la seguente funzione:

0 x <0
f(x) = _
e 2 x>0
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Tale funzione ¢ C*(R) ma non coincide con la sua serie di Taylor. Infatti la serie &
identicamente nulla mentre la funzione é ben lontana dall’esserlo.

In C quindi f non é olomorfa per varie ragioni: la prima é che non coincide con la
sua serie di Taylor, la seconda come conseguenza del principio di identita.

Osservazione. 11 principio di identita & generalmente falso per le funzioni C*(R2, R?).
Consideriamo ad esempio

fx,y) =(0,0) e  g(xy)=(y?0).

Tali funzioni coincidono sull’asse x ma sono chiaramente distinte.

Definizione 2.10 — Convergenza quasi uniforme

Sia QO C C aperto e sia {fnln>1 € C(Q). Sidice che fr, converge quasi uniformemente
a f se vi converge uniformemente su tutti i compatti di Q.

Proposizione 2.11 — Convergenza quasi uniforme delle serie di potenze

Le serie di potenze convergono quasi uniformemente nel loro disco di convergenza.

Dimostrazione. Supponiamo che la seguente serie di potenze

o0
E anz™,
n=0

converga su D(0; R) dove R ¢ il suo raggio di convergenza. Sia K C D(0; R) compatto. Per
compattezza K C D(0;R — ¢) per un ¢ > 0. Andiamo a studiare la convergenza totale
della serie su tale disco:

o0 o0
> suplanz™ < ) lanlR—¢
n=o%€K n=0

di cui si pud valutare la convergenza tramite il criterio della radice:

Ri
Jimsup 3/Jan]R —e| = | - e

Quindi la serie converge totalmente e di conseguenza uniformemente su K. O

Esempio. La serie
N
P
n!
n=0

non converge uniformemente a e* su C dal momento che

sup

D’altronde converge uniformemente sulle palle.
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C Teorema 2.12 — Rigidita olomorfa sulla convergenza quasi

uniforme

Sia QO C C aperto e sia f;,: Q — C una funzione olomorfa per ogni n. Se f,; — f
quasi uniformemente allora f & olomorfa.

Dimostrazione. Fissato z € Q, consideriamo B(zg;1) C Q e poniamo y = 9B(zo;r). Per
la formula di Cauchy avremo

Osserviamo che 0B(zg; 1) ¢ compatto, quindi

[l gy, L[ A0

fn(z) w—z 2mi

Y Y

~ i 2mi

poiché la convergenza uniforme mi permette di passare il limite nell’integrale di Riemann.
Inoltre, per ipotesi, fr,(z) — f(z), da cui, per I'unicita del limite,

1 f(w
f(z) = J (w) dw se z € B(zg;1).
2nijw—z
Y
Cio significa che f & olomorfa per la differenziabilita sotto segno di integrale. O

Osservazione. Inoltre si dimostra tramite la formula di Cauchy per le derivate
superiori che
) £

quasi uniformemente in Q.
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Ricordiamo che il teorema di Cauchy affermava che se f: B(zp;r) — C & una funzione
olomorfa e y & una curva chiusa in B(zg; 1), allora

J/f(z) dz=0.

Questo pero non vale al di fuori delle palle, ad esempio per una funzione definita in un aperto
non semplicemente connesso come

f: Q\{0} = C,f(z) = %,

avevamo osservato che

1
. J  _ 1dy,0).
2mi z

Y1

D’altra parte se considerassimo una seconda curva vy, all’interno di vy, percorsa in senso
contrario, troveremmo

Ay
Y1

ah

J%ZJ%+J%=1—1ZO X
z z z

Yi1+v2 Y1 Y2 \J

In questo modo possiamo generalizzare il Teorema di Cauchy per domini non semplicemente
connessi.

3.1 INTRODUZIONE

Definizione 3.1 — Catene e cicli .

Se ¥1,...,Yn sono curve C' e aj,...,an € Z, definiamo la seguente somma formale

aryr+...+anyn

come catena. Se, inoltre, yi,...,Yn sono curve chiuse, la somma formale si chiama
ciclo.

Osservazione. Sappiamo gia che possiamo considerare una curva come un elemento
del duale delle funzioni continue su C. Per cui dalla definizione di catena segue
J f(z)dz = a3 J f(z)dz+...+ an J f(z) dz.
ar1yi+...+an¥Yn Y1 Yn

Dove f & una funzione continua su C.
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C Teorema 3.2 — Forma generale del teorema di Cauchy

Sia Q C C un aperto qualsiasi e sia f: O — C una funzione olomorfa. Sia I' un
ciclo tale che

1 dz

Ind(r,oc) = mjz_a —O,VOL%Q
r

Allora se z ¢ Im(T") si ha che

f(w)
w—z

2mi

f(z) - Ind(T, z) = LJ dz e Jf(z) dz = 0.
r r

-

|  Dimostrazione. Non fornita ma analoga ai casi gia discussi.

Esempio. Sia I' =+vy; +v2 —v3 come mostrato in figura. Consideriamo la seguente
funzione

>

My
Y3

Y1 Y2
f:C\{O,l}—MC,z»—)Z; /\\ @

(z=1) Qi—/

I" soddisfa le ipotesi di Cauchy generalizzato, infatti

1 1 1
Ind(F,O):—,Jd—Zz—, J%+Jd_Z_Jd;Z =—(14+0-1)=0,
2ni ) z 2mi z z z 2mi

Yi+v2—Y3 Y1 Y2 Y3

Vx

analogamente si mostra Ind(I, 1) = 0, da cui

Yi+Y2—Y3

3.2 SERIE DI LAURENT

Definizione 3.3 — Serie di Laurent

Una serie del tipo

Z an(z_ ZO)n)

nez

si definisce serie di Laurent centrata in zo € C.
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Proposizione 3.4 — Convergenza della serie di Laurent

Consideriamo una generica serie di Laurent X centrata in zo € C. Siano

1
R e r=limsup V|a_n|

B limsup, 4o ¥Vlan n—s+oo

Se v < R allora X converge in D(zg;R) \ D(zo;T1).

Dimostrazione. Supponiamo di scrivere

= Z an(z—2z0)".

nez

Se consideriamo solo i termini con indice positivo sappiamo che

Y anlz—zo)"

n=0

converge in D(zp;R) dove R come definito nell’ipotesi é il suo raggio di convergenza.
D’altronde se consideriamo i termini negativi

Z an(Z* ZO)n»

n<1
avremo che tale serie converge se

1 1
< = |z
lz—zol  limsup,_, o Vlanl

ovvero in C\ D(zp;1).
Da cio segue che L converge nell’intersezione dei due insiemi di convergenza, rispettiva-
mente della serie con indici positivi e quella con indici negativi. In particolare se r < R

tale intersezione ¢ non vuota e £ converge sulla corona D(zg;R) \ D(zo;T1). O

—zo| >,

Osservazione. Si pud dimostrare che la corona di convergenza, come nel caso delle
serie di potenze, ¢ sempre quella massimale.

Esempio. Consideriamo la funzione

1 1
f(z)_zﬂ —2) PR

che é olomorfa su C\ {0, 1}.

Scriviamo la serie di Laurent di f in 0. Per quanto affermato nell’osservazio-
ne precedente, tale serie convergera nelle corone massimali contenute nel dominio,
OVVero:

DO;1)\{0} e C\D(0;1).

e In D(0;1)\{0} avremo che |z| < 1, possiamo quindi sfruttare la serie geometrica
per scrivere

f(z) zi—i—ZZ“.

n=0

e In C\ D(0;1) avremo che |'/,| < 1, tramite qualche manipolazione algebrica

35
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Yout

Figura 3.1: Rappresentazione della corona in () e delle curve usate nel teorema.

possiamo quindi scrivere

O =£—1 [1+1+z‘—2+...]

z z1-1
z

1

n>2

\

C Teorema 3.5 — Funzioni olomorfe come serie di Laurent

Sia QO C C aperto contenente la corona {z:r < |z—a] <R} conr <R. Sia f: Q —
C una funzione olomorfa. Allora

f(z):Zan(z—a)” con an:L_J(Wf&dw

_ a)n—H
nez

Dove y ¢ una curva chiusa tale che Ind(y, a) = 1.

- J

Dimostrazione. Definiamo
Your =0D(a;R) e yin =0D(a;7).
Possiamo pensare che Y = Yot oppure Y = Vi,. Infatti poiché la funzione

f(w)

W= (W— a)n+1 )

é olomorfa nella corona, possiamo applicare Cauchy nel caso generale, da cui

f(w) f(w)

Y—Yout Y—Yin

A questo punto, sempre per Cauchy generale,

f(z) LJ' fw) dw LJ Fw) dw—LJ' flw) dw

2ni ) w—z 2ni ) w—z 2ni ) w—z
Yout —Yin Yout Yin
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Analizziamo separatamente i due integrali:

w
1 f(w) 1 f(w) '
_ - d ou
27riJw—z ZniJ(w—a)—(z—a) w Yout
Yout Yout
1 f 1 1 —a)™
= J (;/Vl a dw = -— J f(W) (Zialﬂ dw per convergenza
2mi 12—~ w—a 2mi n>0 (w—a) uniforme posso
Yout w—a Yout - portare la somma
LI<1 fuori dall’integrale
1 f(w) 1 f(w)
= —a)"t— dw = —a)" d
(z—a) 2mi J (w—a)nt! w Z (z—a) 2mi J' (w—a)n+!
n=0 n>0
Yout Y
= an(z—a)"
n=0

2mi) w—z T 2mi —a)—(z—a)
Yin Yin
C 27 j_WTadz—a
Yin z—a
l.1<1
= Z . n+1 LJ' f(W) —-n dw = posto
= (z—a) 27111/. (w—aq) m=—(n+1)
B m ] f(w) _ m
= Z (z—a) Ejmdw— Z am(z—a)™. O
m<—1 Y m<—1

Osservazione. Da questo teorema segue immediatamente che la serie converge sulla
piu grande corona centrata in a e contenuta in Q.

Esempio. Scriviamo i termini negativi nello sviluppo di Laurent di

Sfruttiamo I’espansione di Taylor dell’esponenziale:

er—e = 1 | 22 22 : 22 22
——2—4 +Z+E+§+E+“' — —Z-I—i—i-FE—F...
1 2 5 2 11

227|:ZZ+§Z +...]=Z—3+§z+....
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Esempio. Consideriamo la funzione

ZZ

Tl

f(z)

Le cui singolarita sono le radici quarte dell’unitd. Troviamo il termine (—1)-esimo

della serie di Laurent in e!™/4:
22 . 1
(z—el™/4)(z —el*/am)(z — ei”/a™)(z — el /a7)  z—el™/a

f(z) = g(z),
dove g(z) ¢ olomorfa in un intorno di e'”/4 ed & pertanto esprimibile attraverso la
sua serie di Taylor. Da cui

1

1 1 -
Z_ei—n/49(7~) =—————[go+gilz—e™*) +galz—e'*) +...],

z—et™/a
ne segue che il termine (—1)-esimo ¢
( ei /4 )2

_ 9
z—et’™/a

— g (i) =
con go =g (€ ) = T am et e Tam) (@ —el7/em)"

. J

3.3 SINGOLARITA ISOLATE

Definizione 3.6 — Singolarita isolata

Sia f: D(zo;7) \ {z0} — C. Si dice che f ha una singolarita isolata in zo se esiste un
intorno U di zg per cui f ¢ olomorfa in U\ {zo}.

Definizione 3.7 — Singolarita eliminabile

Si definisce singolarita eliminabile di una funzione olomorfa f, una singolarita isolata
zo di f tale che
lim [f(z)] < +o0.

Z—Zo

\.

C Teorema 3.8 — della singolarita eliminabile

che

flz) = {f(z) z # zp

x zZ =2z
& olomorfa in D(zg;T).

N\ J

Dimostrazione. Moralmente si ha o« = lim,_,,, f(z), ma dalle ipotesi non sappiamo se
tale limite esiste. Consideriamo

o(2) = {(z—zO)zf(z) z# 20

0 z =29

g & chiaramente continua poiché per z — zg si ha (z—2z0)? — 0 e f(z) limitata per ipotesi,
da cui
lim g(z) =0.

Z—Zo




3.3 SINGOLARITA ISOLATE | 39
Inoltre g & olomorfa in D(zg; 1) poiché in D(zo;7) \ {zo} ¢ prodotto di funzioni olomorfe,
mentre in zg si ha

g(zo +h) —g(zo) _ h?f(zo +h)
h - h

—O0perh—0 = g'(z0) =0.

In quanto funzione olomorfa, g coincide con la sua serie di Taylor:

g(z) = gz(Z*Zo)z + 93(2*20)3 + 94(Z*Zo)4 +... ricordiamo che
g(zo) = g'(z0) =
Da cui (2) 0
z
flz) = =2 = g2 +93(z—20) + galz—20)* + ...

(z—z0)

Se pongo o = g, avro che f coincide con una serie di potenze, per cui f é olomorfa. [

Esempio. La funzione

z sinz’
ha una singolarita eliminabile nell’origine. Infatti
1 1 1 1 1

flz) = - — -
z z—Z 45 4., z zl-Z+4 4.

2 4 . . . . .
dove 1— %7+ %; +... ¢ una funzione olomorfa non nulla in 0, pertanto il suo reciproco
& ancora olomorfo e puo essere espresso tramite la sua serie di Taylor:

1 1 2% z

che é una funzione olomorfa anche nell’origine.

\. J

Definizione 3.9 — Polo .

Si definisce polo di una funzione olomorfa f, una singolarita isolata zy di f tale che

lim [f(z)] = +oo.

Z—Zo

Osservazione. Analogamente zy ¢ un polo di f: D(zp; 1) \{zo} — C se f si puo estendere
con continuita a

f: D(zo;71) — X.

Proposizione 3.10 — Serie di Laurent calcolata in un polo

Sia f: D(zo;7) \ {zo} una funzione olomorfa e supponiamo che zy sia un polo di f.

Allora a o
flz) = —2— + ... —
(2) (z—zo)™ Tt z— Zo

+ag+ai(z—zo)+...

cioé D’espressione di f come serie di Laurent in zo ha un numero finito di termini
negativi.

Dimostrazione. Consideriamo

che é olomorfa in D(zp; 1) \ {zo} perché f(z) # 0 in D(zp; €). Inoltre g(z) — 0 per z — zo.
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Possiamo quindi applicare il teorema della singolarita eliminabile, da cui

9(z) = am(z—20)™+ami1(z—20)™ ... = (z—20)™ [am+Am+1(2—20)+Ami2(z—20) +. ...

1 1
f =
(2) (z—2z0)™ am + Ame1(z—20) +...]

dove am + amy1(z —2z0) + ... & una funzione olomorfa e non nulla in un intorno di zo,
pertanto il suo reciproco puod essere scritto tramite la sua serie di Taylor:

f(z) = —[bo +b1(z—2z0) —l—bz(z—lo)z +...],
(z—zo)™
ovvero

bo b] 2
f(z) = )™ + Z 2o +...+bm+bmy1(z—2z0) + bmi2(z—20) +... O

Definizione 3.11 — Singolarita essenziale

Si definisce singolarita essenziale di una funzione olomorfa f, una singolarita isolata
zo di f tale che

lim |f(z)| non esiste.
Z—Zo

Osservazione. Se tale limite non esiste, |f(z)| deve essere necessariamente illimitato
in un intorno di zp, poiché altrimenti il teorema della singolarita eliminabile ci dice
che tale limite esiste e che é uguale al modulo.

Esempio (Singolarita essenziale). La funzione

11 11
Azt as

2122
presenta una singolarita essenziale in z = 0. Infatti lo sviluppo di Laurent ha infiniti
termini negativi non nulli.

1+

N =
|

f(z) =e +...

1
z

Esempio (Singolarita essenziale all’infinito). La funzione
f(z) = sinz,

presenta una singolarita essenziale all’infinito, infatti sappiamo che per valori reali
la funzione ¢ limitata, mentre per valori complessi sappiamo (lo abbiamo visto in un
esempio precedente) che
sinh t

oltl

~

sin(it) =

per t grande.

1
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T Teorema 3.12 — di Casorati-Weierstrass \

Sia f una funzione olomorfa e sia zy € C una singolarita essenziale di f. Allora

f(D(zo; 1) \ {zo0})

é densa in C.

J

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f (D(zo; T) \{zo}) non sia densa in C. Quindi
esiste D(a; e) C C tale che

D(a;€) N f(D(zo;7) \ {zo}) = 0.

Definiamo 1

g9(z) = o —a

che ¢ una funzione olomorfa in D(zg;1) \ {zo} in quanto il denominatore ¢ sempre non
nullo. Inoltre g é limitata poiché

9(2)] = % <L

f(z)—al "¢
Posso quindi applicare il teorema della singolarita eliminabile, per estendere g ad una
funzione olomorfa su D(zg;1).
Osserviamo che f non ¢é limitata in D(zq; 1), poiché altrimenti vi sarebbe una singolarita
eliminabile dove, per ipotesi, ve ne ¢ una essenziale. Per cui

lim g(Z) = lim =0 = g(Zo) =0. il limite esiste
z—2zo z—2zo (Z) —a perché g é
olomorfa

Scriviamo lo sviluppo di Taylor di g in zg, con a, il primo coefficiente non nullo,

g(z) = an(z—z0)" + ans1(z—zo)" " +...,

quindi
1
f(z) = —=+a
9(z)
ha un polo di ordine n in zg, infatti:
1 1
9(z) = (z—zo)"“ [an + ansi1(z—20) +...] = = [bo+bi(z—2z0)+...]

g(z) (z—zo)™

D’altronde cio é assurdo dal momento che, per ipotesi, zp € una singolarita essenziale per
f. O

Definizione 3.13 — Polo all’infinito .

Diciamo che una funzione olomorfa f: B(0;R) — C ha un polo all’infinito se f(1/z)
ha un polo nell’origine.

Osservazione. La mappa z — 1/z & la lineare fratta che scambia 0 e co. Nella sfera
di Riemann corrisponde ad una rotazione di 7t rispetto all’asse reale.
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Definizione 3.14 — Singolarita essenziale all’infinito

Diciamo che una funzione olomorfa f: B(0; R)C — C ha una singolarita essenziale
all’infinito se f(1/z) ha una singolarita essenziale nell’origine.

Esempio. f(z) = e? ha una singolarita essenziale all'infinito, in quanto e'/? ha una
singolarita essenziale nell’origine.

Proposizione 3.15 — Serie di Laurent calcolata in un polo all’infinito

Sia f: B(0; R)C — C una funzione olomorfa e supponiamo che f abbia un polo
all’infinito. Allora f(z) ha finite potenze positive nello sviluppo di Laurent in B(0; R)C

Dimostrazione. f(1/z) ¢ definita su B(0;1/R) \ {0}. Inoltre per ipotesi ha un polo in 0,
quindi per la teorema 3.10 ha finite potenza negative nella sua espansione di Laurent:

a_q 2
f(—) :—+...+T+ao+a1z+azz —+ ...

Posto w = 1; otteniamo

a a
f(w):a,nw“+._.a1w+ao+_1+_22+._.
woow

che ¢ la tesi. ]

Definizione 3.16 — Funzione meromorfa .

Sia Q C C aperto e sia f: Q — C. Diciamo che f & una funzione meromorfa se é
olomorfa su Q ad esclusione di un insieme di punti costituito da soli poli.

Osservazione. Se f é una funzione meromorfa e co é un suo polo, allora f puod essere

estesa ad una funzione
f: X —Z,

dove X & la sfera di Riemann.

Esempio. La funzione
1
f(z) = 0——
(2) 24 +1

¢ meromorfa. Infatti le sue uniche singolaritd sono le radici quarte di —1, che
costituiscono poli per f.

Proposizione 3.17 — Poli di una funzione meromorfa sono isolati

Sia f: Q — C una funzione meromorfa. Allora i poli di f sono isolati.

Dimostrazione. Supponiamo che zq sia un polo di f. Scrivendo la serie di Laurent di f in
zo otteniamo
a_n a_q

flz) = —— 4 ...+ ———+as+a1(z—z0) +az(z—2z0)> +...
(z—zo)™ (z —z0)
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che sappiamo convergere in D(zo;1) \ {zo}. Da cid segue che in D(zp;T) non vi possono
essere ulteriori poli. O

Osservazione. Se estendiamo f a X, dal momento che quest’ultima é un compatto, i
poli risultano necessariamente in numero finito. Infatti un insieme di punti isolati in
un compatto é sempre finito.

Proposizione 3.18 — Caratterizzazione delle funzioni meromorfe su X

Sia f: ¥ — X una funzione meromorfa. Allora f & una funzione razionale.

Dimostrazione. In quanto meromorfa, f ha un numero finito di poli {z1,...,zn}.
Scriviamo lo sviluppo di Laurent di f in z;:
a_n a_q

flz) = —— ...+ ———+ap+aj(z—z0) +az(z—z0)* +...
(z—2z1)™ (z—2z1)

f1(z)
R1(z)

dove f1(z) ¢ una funzione olomorfa in z; e Ry(z) & una funzione razionale. Da cui
f1(z) = f(z) — Ry (2)

¢ una funzione meromorfa avente come poli{zy,...,zn}. Ripetendo lo stesso procedimento
per il polo z; di f; otteniamo

fa(z) = f1(z) — Ra(2)
che sara una funzione meromorfa con i poli {z3,...,zn}. Iterando troviamo
fn(z) =f(z) =Ri(z) —... = Rn(2)

che ¢ una funzione meromorfa che non ha poli al finito. D’altronde oo ¢ un polo per f
e di conseguenza lo & anche per f,,. In particolare, per la teorema 3.15, f ha un numero
finito di potenze positive nella sua espansione di Laurent fuori da B(0; R). Da cui

f2) ~ lzl' = Ifn(2)l ~ 2]

poiché Rj(z) — 0 per z — 4o00. Quindi f,(z) ¢ intera e ha crescita polinomiale, per il
teorema di Liouville f;; & un polinomio, ovvero

fn(z) =P(z) < f(z) =P(z) + Ry(2) +...+ Rn(z),

cioé f é razionale. O
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4.1 IL TEOREMA DEI RESIDUI

Definizione 4.1 — Residuo .

Sia QO C C aperto e sia zg € Q. Sia f: Q\ {zo} — C una funzione olomorfa che in z¢
ha una singolarita isolata e quindi un unico sviluppo in serie di Laurent

f(z)= Y an(z—20)".

nez

Si definisce residuo di f in zy € il coefliciente a_; della sua serie di Laurent.

Notazione. Il residuo di f in zy si indica con Res(f,zg).

C Teorema 4.2 — dei Residut \

Sia f: D(zo;1) \ {z0} — C una funzione olomorfa la cui serie di Laurent attorno a
Zp €

f(z) =) anlz—z0)™

nez

Sia 'y una curva chiusa in D(zo;1) \ {zo}. Allora

1
7 Jf(z) dz = Ind(y, zo) Res(f, zo).
5

Dimostrazione. Tramite la serie di Laurent di f in zg scriviamo

1 1 "
ﬁjf(z) dz = MJ%GR(ZZO) dz.

Y Y

v ¢ un compatto nella corona di convergenza della serie, per cui su Im(y) la serie converge
uniformemente e pertanto posso scambiare serie e integrale:

1 " 1 n
zﬂijnzezan(zzo) dz = éanMJ(ZZO) dz.

Y Y
Analizziamo l'integrale al variare di n:

e Sen > 0, per Cauchy avremo

J(z— zo)"dz =0.
v

e Sen < —2, (z—2zp)™ ammette una primitiva, quindi

J(z— zo)"dz =0.
v
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Figura 4.1: Rappresentazione di Q) e delle curve usate nel teorema.

e Sen =—1 avremo

1
= J p——. dz = Ind(y, zo).
Y

In conclusione

1
Y angr [z 20)" dz = Ind(y, z0)as = Ind(y,z0) Res(f, o). o
nez

v

Esempio. L’indice di avvolgimento di una curva ¢é il primo esempio di residuo che
abbiamo incontrato, infatti per il teorema

1 1 1
Ind(y,z0) = mjz—zo dz = Res (Z_Z(),Zo) =1.

C Teorema 4.3 — dei Residui generalizzato

Sia QO C C aperto e sia f: Q\{ay,...,an} — C una funzione olomorfa. Sia y un
ciclo in Q \{aj,...,an} tale che Ind(y,«) =0 se o« € Q. Allora

-I n
7 J'f(z) dz = Z1 Res(f, a;) Ind(y, ai).
Y =

- J

Dimostrazione. Pongo Ind(y, a;) = 1;. Trovo y1,...,Yn cicli tali che

Ind(yi,ai) =1 e Ind(yi, o) =0, se o« € Q.
Infatti mi basta porre y; = 0B(ay, ¢) percorso l; volte, con B(ai, ¢) C Q, da cui

Ind(yi,B) =0se B & B(ai,e) = Ind(yi, &) =0se o & Q.

Adesso pongo I' =y —vy1 —...—Vn, cosi che I' soddisfa le ipotesi del teorema di Cauchy
generalizzato su Q \ {aj,...,an}. Infatti
0 Q
nd(T, o) = Ind(y, &) — Ind(y1, &) — ... — Ind(yn, &) = { sexd
0 seax=aqa;
Applicando il teorema otteniamo
L Jf( Jdz =0
i) HFETS

45



46

CALCOLO DEI RESIDUI

da cui, applicando il teorema dei residui

1 =] 1 =
0= I Jf(z) dz — ; i J' f(z)dz = I Jf(z) dz — ZRes(f, a;) Ind(vyi, ai).

Y = Yi Y =1
Quindi, ricordando che Ind(yq, a;) = Ind(y, a;), otteniamo

1

3o Jf(z) dz =) Res(f,a;)Ind(y, ai). O

v

i=1

4.2 INDICATORE LOGARITMICO

Dalla definizione di indice di una curva sappiamo che

1 dz
Ind(y,a) = —J .
2ni) z—a
%
Intuitivamente la ragione risiede nel fatto che la primitiva di 1/(z — a) & In(z — a), il quale
"scarta" di 27ti per ogni giro attorno ad a.
Osserviamo che

f'(z) d
= n

f(z) dz

per cui saremmo tentati di affermare che

conti i giri di f oy attorno all’origine.

Studiamo un caso particolare. Supponiamo che
f(z) = anz™ + aniz™ ... e y(t) =re

Avremo che

Dove abbiamo escluso i termini di ordine superiore in quanto costituivano una funzione
olomorfa, il cui contributo all’integrale sarebbe stato nullo per il Teorema di Cauchy.

Sembrerebbe quindi che
LI
2mti ), f(z)

conti gli zeri di f con la loro molteplicita.

T Teorema 4.4 — dell’

indicatore logaritmico

Sia Q C C un aperto connesso e sia f una funzione meromorfa in Q avente finiti
zeri {a; }j"; di molteplicita r; e poli {bx}L_; di ordine sy. Sia y un ciclo in Q tale
che Ind(y,«) =0 se o € Q. Supponiamo che Im(y) non contenga zeri e poli di f.
Allora

1 [f(2) o -
= dz = ; Ind i) = Ind(y, bx).
o | T Y rylady, ) = 3 selod )

Y
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Dimostrazione. Siano {c{} 1 poli di ‘%, i quali corrispondono chiaramente a {a;} U {bi}.

Per il teorema dei residui generalizzato, avremo

1T (f'(z) , i
RJ' f2) dz = ;Res (f,ct) Ind(y,cy).

v

Andiamo quindi a calcolare i residui. Sia aj uno zero di f di molteplicita 7. In un intorno
di a; avremo
T Ti+1
f(z) =my(z—a;)7 + My 11 (z—q;)77 +...,

dove 1; > 0 in quanto a; ¢ uno zero di f. Quindi

f'(z)  my(z—a)" 4. T )
fz)  my(z—a)h ... _z—aj+[90+9‘(Z_‘1))+92(Z—a;) +...],
da cui

1:/
Res (f’ a]-> = T‘j.

Sia by un polo di f di ordine sx. In un intorno di by avremo

mSk mSk—1
f(z) = +....
(=) (z—Dby)sx  (z—Dby)se!
Quindi
—SkMsy —SkMs
f'(z oy T T ——k 4 .. —s
f(( )) _ Lz nl:)kk __z bk+ = _; +[ho+h1 (Z—bk)-l-hz(z—bk)z-l-...],
z (=, °% + Mg, z k
da cui
f‘/

Res (f,bk) = —Sg.

Sostituendo nell’espressione con i residui si giunge alla tesi. O

Osservazione. Supponiamo che f non abbia poli e abbia uno zero di ordine n in a:
f(z) =an(z—a)" + ans1(z—a)™ T +...

Se y & una curva che fa un giro attorno ad a, per il teorema f(y) compie n giri attorno
a 0. Questo € un fatto topologico. Cio significa che se prendo g sufficientemente vicina
ad f, tale proprieta si conserva. Vedremo che tale funzione deve essere vicina nella
misura in cui 0 € g(vy).

-

N\

~

Teorema 4.5 — di Rouché

Siano f, g olomorfe in B(zp; 1) e continue fino al bordo. Supponiamo che f, g non
abbiano zeri sul cerchio 9B(zg;1) e che

If(z) —g(z)| <If(z)]  seze€ dB(zo;7).

Allora f, g hanno lo stesso numero di zeri in B(zp; 7).

Dimostrazione. Consideriamo 'omotopia h)(z) fra f e g definita da

ha(z) = A f(z) + (1 — A)g(z), con A € [0,1].

moltiplicando per
(z —by)®x
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Definiamo

1 h4(z)
A)=— | 2
ald) Znij ha(z) dz
9B (zo7)

I'indicatore logaritmico di hy. In particolare, dal momento che hy = g,h; = f e f, g sono
funzioni olomorfe, avremo

a(0) = #{zeri di g} e a(1) = #{zeri di f}.

Osserviamo che a(A) dipende con continuita da A, questo poiché vale la continuita sotto
segno di integrale. Infatti, per z fissato,

¢ continua su 0B(zg;T) in quanto
lha(2)l = [f(z) + (1 =N [g(z) — f(2)] | > If(2)] — (1 = A)lg(z) — f(z)| > O

dove |f(z) — g(z)| < [f(z)| per ipotesi. Inoltre a(A) € N, quindi a(A) ¢ necessariamente
costante per via della continuita. Da cui

#{zeri di f} = a(0) = a(1) = #{zeri di g}. O

Corollario. Teorema fondamentale dell’algebra.

Dimostrazione. Sia f(z) = 2™ + an_1z"' + ...+ a1z + ao un generico polinomio a
coefficienti in C. Consideriamo g(z) = z™. Chiaramente g ha n zeri in ogni palla B(0; R).
A questo punto ¢ sufficiente mostrare che vale Rouché. In particolare ci basta mostrare
che se R ¢é sufficientemente grande

If(z) — g(z)| < If(z)]  per z € 9B(0;R).
D’altronde se |z| = R con R sufficientemente grande,

[f(z) —g(z)| = lan_1z" ' + ...+ a1z + aol < |2". m|

Esempio. Sia A > 1 reale. Dimostriamo che I'equazione A —z — e * = 0 ha
esattamente una soluzione nel semipiano {z | Rz > 0 }.

Prendiamo f(z) = A —z—e % e g(z) = A —z. Chiaramente g ha un solo zero su
qualsiasi palla B(A; R). Vorremmo poter applicare Rouché sul seguente cammino:

Y
A 2R

Y2
Y1

1A X

Y4

Per farlo dobbiamo mostrare che, per R sufficientemente grande, vale
If(z) — g(2)| < If(2)] per z € 0Qg,

dove 0Qg = Im(y7)UIm(y2)UIm(y3)UIm(ys4). Dalla figura si deduce che se z € 0Qgr
e R> 1+ A, allora [g(z)| > 1. Inoltre

[f(z) — g(z)| = le™*| = le ¥ e™"Y| =e7* < 1,

poiché x > 0. Per cui vale Roucheé, che implica immediatamente la tesi.
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Esercizio 4.1 (Esercitazione 22/11). Si contino gli zeri di f(z) = z* —82% +2%2 + z
in B(0; 1).

Soluzione. Definiamo g(z) = —8z> che in B(0;1) ha precisamente 3 zeri. Verifichiamo le
ipotesi di Rouché:

f(z) — g(2)l = Iz* + 2% + 2 < lzl* + |21* + |21 < 3 < |g(2)| = 8.

Quindi f e g hanno lo stesso numero di zeri in B(0; 1), cioé 3.

Esercizio 4.2 (Esercitazione 22/11). Sia f(z) = 4z* — 2922 + 24. Determinare r € N
tale che f ammette tutti i suoi zeri in B(0;1).

Soluzione. Per il teorema fondamentale dell’algebra f ha 4 zeri in C. Pertanto se vogliamo

applicare il teorema di Rouché, dobbiamo trovare 1 per cui f soddisfi le ipotesi con g(z) = 4z*.

Poniamo r = 3, avremo
If(z) — g(z)| = |—292% + 24| < 29)z)* + 24 < 285 < |g(z)| = 324.

Quindi f ha tutti e 4 gli zeri in B(0; 3).

Proposizione 4.6 — Successione di funzioni iniettive é iniettiva o

costante

Sia O C C un aperto connesso. Siano f,, funzioni olomorfe e iniettive su Q tali che
fn — f quasi uniformemente. Allora f ¢ olomorfa ed ¢ iniettiva oppure costante.

Dimostrazione. L’olomorfia viene da un vecchio teorema. Se f & costante non c’é altro
da dimostrare. Supponiamo quindi che f non sia costante. Supponiamo per assurdo che
f non sia iniettiva, quindi esiste wy € C che ha pit di una retroimmagine tramite f. Tali
retroimmagini sono necessariamente isolate, poiché altrimenti f(z) = wo per il principio
di identita.

Prendiamo zg,z1 € Q tali che f(zg) = f(z1) = wp. Siccome le retroimmagini sono isolate,
posso trovare 1 sufficientemente piccolo tale che

B(zo;T)Nf '(wo) =20 e  Blzi;m)Nf '(wo) =zi.
Notiamo che, se z € 0B(zo;1) U 0B(21;7), si ha
|(fr(z) —wo) — (f(z) —wo)| < If(z) — wol.

Infatti
|(fr(z) —wo) — (f(z) —wo)| = 0

per la convergenza quasi uniforme degli f;,. D’altronde

[f(z) —wo| = € >0,V z€ 0B(zo;1) U0B(27;7).

D’altronde f(z) — wo ne ha al pitt uno per liniettivita di f,,, mentre f(z) — wy ne ha
due per ipotesi. Cio ¢ assurdo, per cui f ¢ iniettiva. O

Notazione. Nell’ambito dell’analisi complessa, le funzioni iniettive vengono anche
dette univalenti.

Posso quindi applicare Rouché per ottenere che f(z) —wp ha tanti zeri quanti f, (z) —wo.

49
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C Teorema 4.7 — Funzioni olomorfe sono aperte

Sia f una funzione olomorfa. Allora f & aperta.

N

Dimostrazione. Affinché f sia aperta, dobbiamo dimostrare che I'immagine di aperti é
ancora un aperto. Sia quindi Q C C aperto. Per dimostrare che f(Q) ¢ aperto mostriamo
che ogni suo punto & interno, cioé che se wy € (Q) e [w —wy| & sufficientemente piccolo,
allora anche w € f(Q).

Dal momento che wy € f(Q), ho che f~'(wp) # 0. Possiamo supporre che f non sia co-
stante, quindi i punti di £~ (wy) sono isolati, poiché altrimenti f(z) = wq per il principio
di identita. Quindi, se zo € f~'(wp) e prendo T sufficientemente piccolo, avremo

f(z) #wo, V z € B(zo; 1) \ {zo}-
Voglio verificare se vale Rouche fra f(z) —w e f(z) — wy, ovvero se

|(f(z) —w) — (f(z) —wo) | < [f(z) —wo per z € 0B(zo; 7).

D’altronde

If(z) =wol > e>0 se z € 0B(zo; 1),

inoltre
|(f(z) —w) — (f(z) —wo)| = Iw —wol.

quindi ¢ sufficiente prendere w tale che [w —wp| < ¢ affinché f(z) — w abbia uno zero
come f(z) —wg. Da cid segue che w ha una retroimmagine in Q. O

4.3 APPENDICE

In questo paragrafo studieremo qualche applicazione di quanto studiato fino ad ora.

Proposizione 4.8 — Integrale di Fresnel

Il seguente integrale, detto di Fresnel, vale

69 .9

S x

dx
0 X

Dimostrazione. Consideriamo il cammino rappresentato in figura.

A

kiy

Osserviamo che se considerassimo il seno come funzione da integrare lungo la curva, esso
non tenderebbe a zero lungo yg. Infatti

da cui, se z=x+1vy,

etf=¢e e Y~e Y0 ma
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Quindi non integreremo il seno, bensi la funzione

la quale é olomorfa nella curva I' =vy_ 4+ v, + v, + YR, da cui

Je dz =0.
z

r

Integrando f lungo y_ + vy, avremo

et 150 4. [®sinx
dx 2i dx,
X R—00 0o X

Y—+Y+

in quanto la parte reale si annulla, poiché cosx/x & dispari.
Integriamo f sulle curve restanti. Definiamo

vr: [0, — C,t — Rett e —vr: 0,71 = C,t > rett.

Da cui

eiz U eiR(cost+i sint) . 7 . )
dz = — .-LReltdt: iechostefRsmtdt
z 0 Ret 0

YR

che stimato in modulo

Jn ieiR costefk sint dt' < Jﬂ e*R sint dt R—o0 0.
0 0
Infine )
eiz dz .
J 2 dz = J . + J g(z)dz = —mi+ J g(z)dz. applicando Taylor
Yr Yr Yr Yr

Mostriamo che il secondo integrale tende a zero:

— J g(z)dz:—J g(retHirettdt,
0

—Yr
che, stimato in modulo, vale

7T 7T
J g(re“)ireitdt' gJ |g(re“)|rdtr~_lo»0.
0 0

Quindi

{oe] : o0 :
. sinx . sinx T
21J dx =11 — J dx = —.
0 X 0 X 2

Proposizione 4.9 — Prodotto di Eulero per il seno

Vale la seguente identita
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Dimostrazione. Definiamo

X e 1
g(z) ¢& ben f(z) = —5 e g(z) = Z —.
definita in quanto sin” (7 z) e (Z— n)
converge
uniformemente sus Per prima cosa dimostriamo che f(z) = g(z). Osserviamo che entrambe sono funzioni

ti di C\ Z o P
compatti di C\ periodiche di periodo 1, ovvero

fz+1) =1(z) e glz+1) =g(z).

Per cui possiamo restringerci a studiarle allinterno della striscia S =
{zeCl|0<Rz< 1} Mostriamo che in tale striscia, e quindi su tutto C, f — g ¢
limitata. Sui compatti si ha la limitatezza per Weierstrass, dobbiamo quindi studiare il
comportamento all’infinito e nei poli 0 e 1. Per f(z):

lim f(z) 2" lim 5 =0
eixme—ym_eg—ixmeym
2i

e il limite ¢ uniforme in x € [0, 1]. Per g(z):

1 1
< lim —— < lm =
= zes Z z—n]2 T ysreoy?+n?
Jz—+o0

1
li —_—
zes ‘Z (z—n)?

Jz—+o0

Ora ] :

feg sono f(z) —g(z) = 5 + f(z) — [2 + Q(Z)] = f(z) — g(z),
olomorfe in O z z
che é limitata. Quindi la singolarita in O € eliminabile. Analogamente vale per la
singolarita in 1 per via della periodicita.
Applicando il teorema di Liouville a f — g otteniamo f(z) = g(z) 4+ c. D’altronde abbiamo
gia osservato

lim f(z) —g(z) =0 = ¢ =0,

z€S
Jz—4o00

per cui f(z) = g(z). Integrando termine a termine otteniamo

[ IR

nez nez
n#0

dove abbiamo scelto 1/n come costante additiva per integrazione di g. Raccogliendo i
termini con +n si ottiene

1 1 1 2z 1
t(mz) = —+c=Y = 44
tcot(nz) Z<2n+z+n>+z+ ];Zzinz-‘rz-f— ,

n>1

dove C =0 in quanto entrambi i termini sono dispari. Integriamo nuovamente:

In (sin(rz)) =lnz+ ) [In(z—n)+In(z+n) —In(-n) —In(n)] + C,

n>1
dove, di nuovo, i termini —In(—m) — In(n) sono la costante additiva. Quindi
ln(sin(TtZ)) =lnz+ Z {ln (1 — 3) +In (1 + 3)} +C=Inz+ Z In (1 — 222> + C.
= n n = n

Esponenziando

C 2
sin(rtz) = e~z H <1 — nz> .

n>l
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Nell’origine
22
sin(mmz) ~ 7 1——= ] ~1
mazaz e J1(1-5)=0
n>l
per cui mz = e“z = ¢ =m. Quindi
22
sin(mtz) =7 - .
mz) =z [T (1- 25
n>1
Sostituendo w = 7tz si giunge alla tesi. O

4.4 FORMULA DI INVERSIONE DI LAGRANGE

Supponiamo di avere una mappa f olomorfa e iniettiva. In questo paragrafo cercheremo di
trovare la rappresentazione in serie di Taylor di f~'.

Se f'(zo) # 0, come mappa da R? a R?, la derivata & una rotodilatazione. Per il teorema
della funzione inversa, f~' ¢ definita in un intorno di f(zg) = wo ed ¢ olomorfa. Infatti la

sua derivata € I'inversa di una rotodilatazione ed &, pertanto, anch’essa una rotodilatazione.

D’altronde se f ¢ iniettiva si ha sempre f'(zo) # 0. Altrimenti, posto f(zo) = wy, si
avrebbe che f(z) —wg ha almeno due zeri, infatti

f(z) —wo = f(z) — f(z0) = ai(z—2z0) + az(z —20)* + ...
ma aj = f'(zp) =0, da cui
f(z) —wo = az(z—z0)% +...
Quindi, per Rouché, ogni w vicino a z¢ ha piu di una retroimmagine, ma cid sarebbe assurdo
poiché f é iniettiva.
In conclusione, se f: Q — C ¢ iniettiva, f(Q) ¢ aperto e la mappa

1. f(Q) — Q

¢ olomorfa.

Proprieta 4.10. Supponiamo che zy sia uno zero semplice di f, allora
f'(2) f'(2)
R —_— =2y R —_—
es (Z 2 ,Zo) zo Res ( 2 » 20

| Dimostrazione. Conto diretto. O

Osservazione. La proprieta vale anche se zg ¢ un polo di primo ordine.

Osservazione. E possibile dimostrare che la tesi resta valida se viene tolta I'ipotesi di
zeri e poli semplici.

Proprieta 4.11. Sia f una funzione meromorfa che soddisfa le ipotesi dell’indicatore
logaritmico. Supponiamo inoltre che i poli e gli zeri di f siano semplici, allora

1 '(z)
1 Jz o) dz = ; aj Ind(y, a;) — % by Ind(y, by).

v
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Dimostrazione. Segue dalla dimostrazione dell’indicatore logaritmico e dalla proprieta
precedente. O

Osservazione. 11 risultato, una volta estesa la proprieta precedente a zeri e poli
qualsiasi, diventa

1 f'(z)
I Jz 2 dz = ; a7 Ind(vy, ;) — % bxsk Ind(y, by),

v

dove 73, si sono le molteplicita degli zeri a; e dei poli by.

Corollario. Se f ha un solo zero a all’interno di y e se Ind(y,a) =1, allora

1 f'(z)
= EJZ f(Z) dz.

Y

C Teorema 4.12 — Formula di inversione di Lagrange

Sia f: Q — C una mappa olomorfa e iniettiva e sia wg = f(z9). Se vy ¢ un ciclo in
Q tale che Ind(y,zp) =1 e Ind(y,x) =0 se « & Q, allora

_ _ 1 f'(z)
f ](Wo) = EJ'Z{"(Z,)——VVOCIZ
Y

N\ J

Dimostrazione. Definiamo g(z) = f(z) —wgp. Dal momento che f ¢ iniettiva, g ha un solo
zero all’interno di vy, che corrisponde proprio a zy. Applicando la formula precedente a g

otteniamo ] (=) : ()
L N I 7 R DU S (DU G2 B
z0= ZﬂiJZ g(z) dz 2mi JZf(z) —Wo dz.

2% %
Ovvero 1 f(2)
1 o z
f o) = ZHiJZf(z)—wod H
%

Osservazione. Come conseguenza immediata si ha f~! olomorfa per la differenziazione
sotto segno di integrale.




CALCOLO DI INTEGRALI
DEFINITI

5.1 ESEMPI SUL TEOREMA DEI RESIDUI

In questi esempi calcoleremo alcuni integrali di Riemann, che normalmente risulterebbero
complicati, tramite I’applicazione del teorema dei residui generalizzato.

Per prima cosa analizziamo un caso standard, in cui I'integrando consiste in un polinomio
razionale.

Proposizione 5.1 — Integrale su R di un polinomio razionale

Siano P(x), Q(x) polinomi a coefficienti reali. Supponiamo che Q(x) non abbia zeri
reali e che deg Q > degP + 2, allora

g ()
J'—oo Q) dx—27t1; Res Q(Z)’Zl

Dimostrazione. Le ipotesi su Q(x) e P(x) sono necessarie affinché l'integrale converga
secondo Riemann.

z; polo del semipiano superiore } .

A .
1y
24
'Y%z X
—
I poli della funzione f(z) = P(z)/Q(z) sono gli zeri complessi del polinomio Q(x).

Consisderiamo il seguente ciclo, come mostrato in figura:
YRR, RI=Cyit—t e  y5:[0,n = C,t— Re'".

Osserviamo che per R sufficientemente grande il ciclo contiente tutti e soli i poli di f che
si trovano nel semipiano superiore. Inoltre se z; € un polo di f nel semipiano superiore
avremo, per costruzione

Ind(y§ +v5,2) = 1.

Quindi applicando il teorema dei residui generalizzato avremo
P(z) .
dz =2mi ) Res(f,zi).
J oy e = amt 3 st

YR+v§

Andiamo quindi a calcolare 'integrale:

Pl o, [ P& PE 4, [F P1) TPRe) Lo i
Jome= | ameet | ame=Loqura+ ], orem ket

vi+vE 24 vs

Dove
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che é proprio 'integrale di partenza. Mentre se per il secondo ne consideriamo il modulo,
avremo
T P(Re't ; ™| P(Re'! e
ricordiamo che J (7“)1'.]2611(1’( SJ (71,[) RdtSJ szdt
deg Q > degP + 2 o Q(Retlt) o |Q(Rett) o R
quindi per R C R—+00
grande posso = E mn——0.
stimare il modulo
come C/R? Per cui
+oo P(X)
dx =2mi ) Res(f,z;). O
||, Q= 2mi 2 Restrz

Esercizio 5.1. Calcolare il seguente integrale

2
pe
—dx.
J1+x4 x
R

Soluzione. Osserviamo che il denominatore non ha radici reali e che la differenza dei gradi é
2. Possiamo quindi applicare la proposizione precedente:

2

2
X . z . .
J'W dx = 2mi E Res <1+Z4)Zi> , dove z; & un polo del semipiano superiore.
R i

Calcoliamo quindi i poli della funzione. Osserviamo che gli unici poli sono gli zeri complessi
del denominatore:

ESN

. . ) )
z1 =e'4, z; =e' a7, z3 =e'*", z4 = ¢€"

ekl
Ao

7T
Noi siamo interessati solo ai poli del semipiano superiore, quindi nel nostro caso a z e z:

z? 1

(z—e'%) (z—ei%“> (z—ei%") (z—ei%”) z—et¥

dove g(z) ¢ una funzione olomorfa in D(e' ¥, ¢), da cui

f(z) = g(z),

1 - -
f(Z)=ﬁ[90+91(27617)+gz(z—elf)2+...]
z—etd
Quindi
Res (f(z),e' ) (e'?) (7)
€S z = = =
) go =9 (el%—el%ﬂ) (el%_ei%ﬂ> (el%_el%n>

(eiF)? R

:(ei%)3(1—i)(1+1)(1+i) 4et 7’

Analogamente si trova

Res (f(Z), ei%ﬂ) - A,ejﬁ

Xz . 1 1 T[i iz —'i.éT[
JH—)&dXZZﬂl<4€iZ‘+4eijn):2(e 4 —e 4 ):
R

Da cui

Sl

Esercizio 5.2. Calcolare il seguente integrale

[etan

T+ 2 dx,a > 0.

R
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Soluzione. Osserviamo che anche in questo caso il denominatore non ha zeri reali e la diffe-
renza dei gradi dei polinomi é 2. Sebbene la proposizione non sia direttamente applicabile,
possiamo procedere con una strategia analoga. Osserviamo che

Jcos(ax)

——dx =%
T2 & J
R R

iax

T2 dx,

mostreremo che

iaz

cos(ax) .
Ji dx = 2mi E Res ( z~) dove z; sono i poli superiori della funzione.
2 2041 | i
14+x - 1+z

Utilizziamo lo stesso cammino y'f +v¥ della proposizione e applichiamo il teorema dei residui:

J eiaz 9 (eiaz )
——dz= ﬂig Res | ——, zi

2 2) 1 )
14z 5 T+z

vi+vi
dove
eiaz eiaz eiaz R eiat 7T eiaR(costJri sint) )
——dz= | ——=dz+ | ——dz= ——dt+ | —————=——iRe''dt
J]-I—ZZ J1+Z2 J1+ZZ J,R]—f—tz Jo ]+R2€21t
Yi+v5 v v

Passando al limite per R — +00, avremo
R _iat o0 iat
e e

J AL T, J 7

_r1+1t2 o 1+ 12
che ¢é 'integrale che vogliamo calcolare, mentre
7 ei aR (cost+isint) .
J iRe'tdt — 0,

o 1+RZeZit

poiché
lus eiaR(cost+isint) . lus |eiaR costo—aR sint’ 7 e—aRsint
————————{Re'"dt| Rdt = ——F— Rdt
L 1+RZezit "€ ‘ L RZ 1 JO RZ 1
& 1 R R—+o0
< Rdt = T 0.
JO R2 —1 R2 —1

Restano da calcolare i residui. D’altronde questi sono in corrispondenza delle radici complesse
di z% 4+ 1, che sono +i. Poiché a noi interessano solo i poli del semipiano superiore andiamo
a calcolare il residuo in i

ei az ei az 1 ei az 1

T TG+ z—izii 219

dove g(z) & una funzione olomorfa in D(i, ), per cui

iaz
e

1 _ ‘
22+ 1 :z—i[go+9‘(2_l)+92(7~—1)2+...].

Quindi
ei az e @
Res( ——,1) =go =g(i) = .
(ZZH’) go =g(1) 7
Infine u
cos(ax e
J(iz)dxzm 27'[17 =me “.
1+x 2i
Osserviamo che 'uso della parte reale non é stato veramente necessario, questo poiché in
ei ax
—dx
J T4+x2 77
R

Iintegrale della parte immaginaria si annullava per via della disparita del seno.

57
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Esercizio 5.3. Calcolare il seguente integrale

J-O—oo dx
0 ] —+ xm )

al variare di n € N.

Soluzione. Quando n & pari possiamo scrivere

J’+°° dx 1J+°° dx

o 14xm 2] 14+xn

che possiamo risolvere con i metodi precedenti.

Analizziamo quindi i casi con n dispari. I poli della funzione sono gli zeri del denominatore,
che corrispondono alle radici n-esime dell’unita.

Per applicare il teorema dei residui, scegliamo il seguente cammino, che contiene solo il

primo polo:
A .

1y

,,

o[

=2
w

dove
2 i s 27
YR [0,R] = C,t — t; }/ZR:[O,%]%(C,‘U—)RQH; YR [O,R] = C,t > tet v,

Per il teorema dei residui avremo

27i Res(f, et n) = J f(z) dz,

vi+vE—v§

dove
00 Cax [T dt
f(z)dz = J f(z) dz + J f(z) dz — J f(z) dz X2t (1 —elzT>J o
0
YR+YE—v§ v vy v}
Infatti . N
dt *©dt
f(z)dz = J — J.
o T+1tn o 1+tn
24

e

R ei ZT” . R 1
Jf(Z)dZ:J 72(11::617\]' dt.
o 1+tnet?m o 1+1tn
v3
Resta da mostrare che I'integrale di yX tende a zero, per farlo studiamone il modulo:
27 2

T iRelt R 2r R
= —_— g = —-——— .
‘ J f(z)dz L T Renit dt’ L - dt T — 0

vE
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Calcoliamo il residuo. Per farlo utilizzeremo un metodo differente da quello visto in prece-
dente, che sfrutta la regola di de 'Hépital

f(Z):L&‘Fg]‘ng(Z—el%)-F
z—e'n
da cui
Res (f,eln) =go= lim_(z—e'")f(z) = lim ﬂ
z—oel® zei® 142z
H . 1 1
= lim — = — -
et ®E NZMVTT petmat

5.2 ESEMPI CON DETERMINAZIONE

Quando si considerano funzioni del tipo z* con « € R si ha

[0

7% — eoc lnz'

Quindi, per definizione, z%* non & univocamente determinato, ma dipende dalla scelta della
determinazione di In z.

Nei prossimi esempi vedremo come ovviare a questo problema, quando questo genere di
funzioni si presenta negli integrali.

Esercizio 5.4. Calcolare il seguente integrale

J-O—oo @ P(X)
0 Q(x)

supponendo che « € (0,1), Q non abbia zeri reali e deg Q > deg P + 2.

dx,

Soluzione. Osserviamo che

[04

P(Z) _ oclnzP(Z) _G“IDZR(Z).

Q(z) Q(z)

Definiamo Inz in C meno 'asse reale positivo. Scegliamo inoltre la determinazione in cui
Inz € R se tende all’asse reale positivo da valori nel semipiano superiore e Inz € R + 271 se
vi tende dal semipiano inferiore.

Per applicare il teorema dei residui scegliamo il cammino rappresentato in figura, detto
anche buco della serratura

InzeR+27mi

dove .
vi: 9,2m—9] — C,t+— Re'l; v2: [6,Rl = C,t =t —1id;

Y3: A\ 2m—Al = C,t > rett; Ya:[e,R] = C,t >t +1id.
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Per il teorema. dei residui avremo
ZﬂiZ Res(f,z;) = J f(z) dz.
i Y1—=Y2—Y3+Ya
In particolare

PP RENTPReNY) Ly (R (E—18)*P(E—1))
J e[ ey Rett e | BT

Y1—=Y2—Y3+Ya

_r"A (re“)“P.(Ie“) iTeithJR (t+18)"P(t +18)
A Q(rett) e Q(t+19)
Osserviamo che
P(Z) P(Z) /
< >R < Ro,
‘Q(Z) g >R e ‘Q(Z) €' selzl <Ro

da cui
JZWG (Reit)‘XP(Reit)
9 Q(Re't)

2t—9

. C

iRe”dt’ < J R o7 Rdt = R*1C (27— 29) R2Fe, o,
9

JZﬂ?\ (T eit)“P(r eit)
A Q(rett)

27T—A
irett dt' < J r*Clrdt = 191 C/ (2 — 2A) 2% 0.
A

Inoltre

JR (t+18)“P(t+1i8) 4t 80 JR TP(t) | Rotoo J+°° P(t)

. Qtrig) o Mooy Yom

dove in questo caso tendevamo all’asse reale da sopra, quindi la nostra determinazione del
logaritmo ci dice

Zoc — eoclnz - Xoc.

Nell'ultimo caso, quando cid avviene da sotto 1’asse reale, avremo

7% — etxlnz — ecxlnxechn'i)
da cui
JR (t—iﬁ)“P(t—ié) dt 5—0 eznio(J'R t‘xP(t) dt R—+o0 eZNiaJ'+w 1 P(t) dt.
e Qt—19) e Q(t) e=0 0 Q(t)
Quindi
2mi) Res(f,zi) = (1—e*™'%) rm = PO 4
i T 0 Q(t) ’

A questo punto ¢é sufficiente calcolare i residui di f, i quali corrispondo agli zeri complessi di
Q, per completare il calcolo dell'integrale.



6 CENNI DI GEOMETRIA
IPERBOLICA

6.1 LEMMA DI SCHWARZ

T Teorema 6.1 — Lemma di Schwarz \

Sia f: B(0;1) — B(0;1) olomorfa tale che f(0) = 0. Allora

o [f'(O)I<T;
e se [f'(0)] =1 si ha f(z) =e'®z con & € R.

Inoltre
[f(z)] < lzl, V z € B(0; 1),

e, se |f(zo)| = |zo| per qualche zo € B(0;1) \ {0}, allora f(z) = e'®z con § € R.

Dimostrazione. Per ipotesi f ¢ olomorfa e f(0) = 0, quindi
f(z) = a1z + arz® + azz® +...

Definiamo

z 2
Q(Z)ZTZGH +azz+azz”+...

Prendo v < 1 e applico a g il principio del massimo su B(0; 7). Quindi

lg(z)] < sup [g(w)|  selz| <.
lw|=r
Ora o)l 1 1
sup lgw)l = sup TN 1 pai< ] sepr<n
lwl=r wi=r W] T T

Quindi, per r — 1, avremo
Ig(z)l < 1T <= [f(z)| < lzl, V z € B(O;1).

Mostriamo ora che se |f(zo)] = |zo| con zo € B(0:1) allora f(z) = e*®z. Da |f(zo)| = |zol
segue |g(zo)l = 1. Ma zo € B(0;1), quindi per il principio del massimo

g(z) =c.
D’altronde |g(zo)| = 1 quindi |c| =1 = ¢ =¢'?. Da cui

f(z) = etz

f
= lim z

z—0| Z

[f’(0)] = lim

z—0

f(z) —£(0)
==

= lim|g(z)| < 1,

z—0
poiché abbiamo precedentemente dimostrato che |g(z)| < 1,V z € B(0;1). Supponiamo
infine che [f'(0)] = 1. Dalla scrittura in forma di serie di g(z) si deduce immediatamente
che f'(0) = a7, quindi

(0 =1 < Ig(0)l =1,

Mostriamo ora le affermazioni riguardo alla derivata. Sfruttiamo il rapporto incrementale:
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cioé¢ g assume il massimo nell’origine, che ¢ un punto interno a B(0;1). Quindi,
nuovamente per il principio del massimo, si ha

da cui f(z) = e'?z. O

6.2 AUTOMORFISMI DEL DISCO UNITARIO

In questo paragrafo cercheremo di determinare gli automorfismi del disco unitario. Dove
con automorfismo intendiamo una mappa biettiva e biolomorfa in se stessa. Una volta
determinato cio, saremo in grado di classificare anche gli automorfismi di C e della sfera di
Riemann.

Definizione 6.2 — Mappa di Mébius

Sia a € C con |a| < 1. Una trasformazione lineare fratta g si definisce di Mdbius se &
del tipo

\. J

Le mappe di Mobius sono tutti e soli gli automorfismi del disco unitario.

J

Dimostrazione. Sia g una mappa di Mébius, mostriamo che g € Aut (B(O; 1)): siaz = et
un punto della circonferenza unita, allora

it it it it
glet) = | S =& | — et 8 ey £ 0| €
1 —aett ett—a ett—a ett—a
ett—a
= .t :1.
ett—a

Quindi g manda i punti della circonferenza unitaria in se stessi. Inoltre g(a) = 0, dove
per definizione a € B(0;1). Quindi, per connessione, g manda il disco unitario nel disco
unitario.

Inoltre é facile verificare che g~
fratte sappiamo infatti che esse sono in corrispondenza con le matrici. In particolare g~
sara in corrispondenza con

1 —a _1_ 1T /1 @
—a 1 T19a? \a 1

che ¢ ancora della forma associata alle mappe di Mobius. Osserviamo che entrambe sono
olomorfe in B(0; 1) in quanto i rispettivi poli non appartengono al disco unitario. Per cui
le mappe di Mo6bius sono automorfismi del disco unitario.

Viceversa sia h € Aut (B(O; 1)), dimostriamo che h ¢ di Moébius. Supponiamo che h(0) =
a dove |al < 1 in quanto Im(h) C B(0;1). Definiamo la seguente mappa di Mobius:

! & ancora una mappa di Mébius. Dalla teoria sulle lineari

1

z—a

9(z) = 1-az

Poniamo inoltre H(z) = goh(z). Osserviamo che H & la composizione di due automorfismi
ed é pertanto un automorfismo. Inoltre
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quindi H é un automorfismo del disco unitario che fissa ’origine. Possiamo applicare il
lemma di Schwarz: per prima cosa osserviamo che

IH'(0)] < 1.

Inoltre, dal momento che anche H™! & un automorfismo del disco unitario che fissa
I’origine, avremo

1

W)hw=t-1(0)

12 () 0] =

1 ,
o1 | = mron=1.

Quindi |H’(0)| = 1. Possiamo quindi applicare ulteriormente Schwarz, ottenendo
H(z) = €'’z con V€ R.
Ricordando la definizione di H:
i9

e'?2=H(z) =goh(z) = h(z) = g*1 (e*Vz)

che é una mappa di Mobius in quanto composizione di mappe di Mdbius. Osserviamo
infatti che ez & di Mobius se nella forma generale prendiamo a = 0. O

6.3 DISTANZA IPERBOLICA

Presa v: [0,1] — B(0;1) una curva di classe C'. Sappiamo che possiamo definirne la
lunghezza come

1
Liy) = L (1) dt.

Presi inoltre due punti A, B possiamo determinare la loro distanza euclidea come

1
d(A,B) = inf{ L F)ldt:y € Cyy(0) = A,y(1) = B }

Questa non ¢ altro che la definizione di geodetica in uno spazio euclideo. Preso a: B(0;1) —
(0, +00), possiamo perturbare tale geodetica. Moralmente invece che prendere la retta come

distanza pit breve fra due punti, prendiamo il percorso pitt economico nella regione di 7.

Questo avviene evitando le zone dove a assume valori troppo elevati e quindi costosi.
In questo paragrafo troveremo un valore di a che sia "adatto" al disco unitario.

Definizione 6.4 — Lunghezza non euclidea

Sia y: [0,1] = B(0,1) una curva di classe C'. Sia a: B(0;1) — (0,+00). Definiamo
la lunghezza non euclidea di y relativa ad a, come

1
Laly) = jo a(y(0)) ()] dt.

Siano A,B € B(0,1) e sia a: B(0;1) — (0,400). Definiamo la distanza non euclidea
tra A e B come

1
do(AB) = int{ [ a(y()l¥toldeiy e €01, ¥(0) = AN =B |
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Proposizione 6.6 — La distanza non euclidea é una distanza

Fissato a: B(0;1) — (0,+00), dq costituisce una distanza.

Dimostrazione. Affinché d, sia una distanza deve essere positiva, simmetrica e soddisfare
la triangolare. Per prima cosa osserviamo che gli integrali delle lunghezze non dipendono
dalla parametrizzazione per un ben noto fatto di analisi. Quindi abbiamo

da(AvB) = da(B)A)-

Inoltre a: B(0;1) — (0,400) per cui Im(a) & compatto. In particolare a(z) > ¢ per un
€ > 0. Quindi

da(A,B) =it { [ a(vi)ola p =i { | 1 citlde b = edla,B)

0

e pertanto d, & positiva e dq(A,B) =0 = A = B. Infine per dimostrare la validita
della disuguaglianza triangolare, prendo y tale che

1
é lecito per la y(0) =A,y(1)=B e J' a(y(t))h'/(t)ldtg da(A,B)+E.

definizione di 0 2
estremo inferiore _
Analogamente prendo y tale che

1
YO =BI1)=C ¢ | a(f)F(blde < daB,C)+ 5.

Infine definisco

y2t—1) tel/1]

notando che ¥(0) = A e ¥(1) = C. A questo punto, sfruttando prima la definizione di
estremo inferiore e poi 'invarianza per parametrizzazione, otteniamo

o {v(Zt) telo,/]
’Y =

1 . 1
da(A, C) < L a(V(0)F (1) dt = L

< da(A,B) +da(B,C) +¢

1

a(v(t))mt)mwjo (7)) (D]t

dove ¢ ¢é arbitrario. Da cui la triangolare. m|

Osservazione. A questo punto vorremmo scegliere a tale che d, sia invariante per
automorfismi del disco. Ovvero tale che

d.(A,B) = da(g(A),g(B)), VABeB(0;1)V g€ Aut (B(O; 1)).

In particolare, ricordando che gli automorfismi di B(0; 1) sono tutte sole le mappe di
Maobius, ci basta trovare un a tale che le mappe di Mobius conservino la lunghezza
delle curve. Ovvero Lq(y) =14 (g(y)). Per definizione

1
Laly) = L a(y(0) (D] dt.

a(sr(6) |90 v(vat= [ a(str(v)lghioltoat.
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Affinché tali integrali siano uguali, possiamo richiedere che lo siano gli integrandi. Ci
basta quindi mostrare che

a(v(V) = a(g(v(1) )]g'lyi -
D’altronde y puo passare per qualsiasi z € B(0; 1), quindi ¢ sufficiente chiedere
a(z) = a(g(z))lg’(z)l, V g di Mébius (%)

Procediamo definendo a(0) = 2 e cercando di imporre (x). Definiamo una generica

mappa di Mobius
_ i AT %0
g(z) = e r——n0 =
Osserviamo che .
g(0) =—z0e™® e [g'(0)| =1—l|zol%.

Imponendo (%) in z = 0, otteniamo
2 = a(—zoe**)(1 = Iz0l?).

Per cui definendo

B 2
1 —z2

2 2
)

— a(—zpe'?) = =
(=20 T o ~ 1=zl

a(z)

che soddisfa (). Possiamo quindi definire la lunghezza e la distanza iperbolica.

Definizione 6.7 — Lunghezza iperbolica

Sia y: [0,1] — B(0;1) una curva C' a tratti. Definiamo la sua lunghezza iperbolica

come : 5
Lip(y) = L Wh’(t”dt-

\.

Definizione 6.8 — Distanza iperbolica

Presi A,B € B(0;1) definiamo la loro distanza iperbolica come

o T—v(t)

1 .
dip(A,B) = inf{ J %Iy(t)ldt:y e C'([0,11,B(0;1)),v(0) = A,y(1) = B } :

Notazione. Faremo riferimento alla distanza iperbolica anche con il termine geode-
tica. Questo termine, che nella sua accezione piu generale indica la distanza fra due
punti in un certo spazio metrico, é particolarmente indicato nella geometria iperbolica.

Teorema 6.9 — Distanza iperbolica invariante per automorfismi del

disco

La distanza iperbolica su B(0; 1) ¢é invariante per automorfismi.

Dimostrazione. Dall’osservazione precedente sappiamo che ¢ sufficiente dimostrare che

a(z) = a(g(2))lg’(2)l, ¥ g € Aut (B(0; 1)).
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Dalla definizione di a e per 'osservazione precedente, sappiamo che cio é vero per z =0,
OVVero

a(0) = a(g(0))lg'(0)l, ¥ g € Aut (B(0;1)).

Sia quindi g € Aut (B(O;])) e zo € B(0;1). Prendiamo h € Aut (B(O;])) tale che

h(0) = zo, esplicitamente
h(z) = -2
1—2Z5z

Dal momento che la composizione di automorfismi ¢ un automorfismo, la (x) ¢ valida in
g o h(0), ovvero

a(0) = a(goh(0))|(goh) (0)] = a(g(z0))lg'lz IR/ (0)].

Da cui
a(0)'(0)["" = a(g(z0))lg’(zo)I-

D’altronde cio vale anche in h(0):
a(0) = a(h(0))Ih'(0)] = a(0)(0)]~" = a(h(0)) = a(zo).
Combinando i due risultati otteniamo

a(zo) = a(0)IW'(0)1~" = a(g(20))lg’(zo)|

ovvero la tesi. O
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A questo punto é lecito chiedersi se tale distanza si realizza mai come una geodetica sul disco,
ovvero se I’estremo inferiore nella definizione di dip ¢ un minimo.

Una strada percorribile sarebbe quella di verificare il teorema di Weierstrass. D’altronde
cio richiederebbe lo studio di una topologia funzionale con buone proprieta di compattezza.
Nonostante sia possibile, questa strada esula dai fini di questo corso. Per rispondere alla
domanda, in questo paragrafo esibiremo esplicitamente la geodetica che costituisce il minimo.

Per prima cosa vediamo cosa accade se uno dei due punti é 1’origine

Proposizione 6.10 — Geodetica dall'origine

Sia A € B(0;1). Allora
14+ |A]

1—|Al

dip(0,A) =1In

Dimostrazione. Per prima cosa studiamo il caso in cui A € (0,1) € R. Sia y: [0,1] —
B(0;1),t— At il segmento fra 0 e A. Affermiamo che

di‘p (0) A) = L(‘?)

Supponiamo che y: [0,1] — B(0; 1) sia una seconda curva C' a tratti tale che y(0) =0 e
v(1) = A. Per dimostrare la tesi & sufficiente verificare che

I—ip (Y) = I—ip (?)

Applichiamo la definizione di lunghezza iperbolica a y:
1

02 2
Lip (V) = Jo WW(U\ dt = L W|A| dt = L WA dt

A A
s=At 2 . 1 1 . 14+A
- L 1—szdS_JO (1—s+1+s) ds =Ing—75

1
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Poniamo y(t) = «(t) +1ip(t), dalle ipotesi su y avremo che
y0)=0 = «(0)=0 e y(1)=A = «(1) =A.

Applichiamo nuovamente la definizione di lunghezza iperbolica:

L; ] 2 hy tMt—] 2VMU2+BH) &>>14ﬂﬁﬂLdt
wly) = J YO L]—( (07 + B(07) J T—alt)?
1 (t) B A A ]
- J 1—cx(t)2dt‘_ JO 1—32 0 ( 1+s) ds‘
1T+A N
=n 2 = Lip ().

Per generalizzare il risultato ad A € B(0; 1) qualsiasi, osserviamo che le rotazioni sono, in
quanto mappe di Mobius, particolare automorfismi del disco. Sappiamo che la lunghezza
iperbolica ¢ invariante per gli automorfismi del disco. Quindi se g la rotazione che porta
A sull’asse reale, avremo che

g(0)=0 e g(A)=IA]L

Da cui
1+1A|

1—|Al°

dip(O)A) = dip (9(0), g(A)) = di‘p (0) |A|) =In

\.

Osservazione. A questo punto possiamo generalizzare per ogni coppia di punti. Ricor-
dando le proprieta delle lineari fratte che mantengono I'insieme di rette e circonferenze,
sara facile convincersi del prossimo risultato.

‘g Teorema 6.11 —

Geodetiche del piano iperbolico

Le geodetiche del piano iperbolico sono tutte e sole le circonferenze ortogonali alla
circonferenza unita.

J

Dimostrazione. Supponiamo che 7y sia una circonferenza ortogonale alla circonferenza
unitaria. Dal momento che gli automorfismi del disco conservano le geodetiche, possia-
mo portarla in un diametro. Per farlo prendo a sulla geodetica e definisco il seguente
automorfismo

z—a

1—az’

g(z) =
Tale g porta la geodetica in un diametro. Infatti
0=g(a) € g(y).

Quindi g(y) & una circonferenza o una retta ortogonale a S', ma 0 € g(y) quindi g(y) ¢
un diametro. O

Osservazione. Questa metrica ci fornisce un esempio di geometria che non soddisfa il
quinto assioma di Euclide. Infatti, se prendiamo una retta ed un punto fuori da essa,
vi sono infinite geodetiche passanti per il punto e parallele alla retta data.

Notazione. Il disco B(0;1), con questa metrica, si chiama anche Piano di Poincaré.
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6.5 APPENDICE

Proposizione 6.12 — Palle iperboliche

La generica palla iperbolica
Bip(zo;1) ={z: dip(z,20) <7}

& una palla euclidea.

Dimostrazione. Per prima cosa studiamo le palle nell’origine. Per definizione

1+ |z
1—1z|

Bip(0;7) ={z:dip(z,0) <7} = {z:ln <r}:{z:|z|<R(r)}:B(O;R).

Per studiare una generica palla iperbolica centrata in zg, consideriamo un automorfismo
g che porta 0 in zo. Segue

Bip(zo;1) = g(Bip(0;1)) = g(B(0;R))

che & ancora un cerchio in quanto le lineari fratte mantengono l'insieme dei cerchi e delle
rette. O

\.

~

Osservazione. 1l centro della palla euclidea non é lo stesso della palla iperbolica di
partenza. Cio non toglie che la distanza iperbolica induca la topologia euclidea.

N\

C Teorema 6.13 — di Schwarz-Pick \

Sia g: B(0;1) — B(0; 1) un endomorfismo del disco unitario olomorfo. Allora

dip (9(A), g(B)) < dip(A,B), ¥ A, B € B(0; 1).

J

Dimostrazione. Basta dimostrare che se y ¢ una curva di classe C! allora Lip(g(y)) <
Lip (v), ovvero che

! 2
L(g(v)) :JO R prwS

1
2
<| ——)ldt =L{y).
|, Tt e =t
Tale condizione segue se dimostriamo che
1 1
— 59 @< ——
T=1g@F Y S T

Cerchiamo di ricondurci ad una mappa a cui poter applicare il lemma di Schwarz. Fissato
z € B(0; 1), definiamo @1, @, € Aut (B(O; 1)) tali che

d ! 2
4., (t)‘dt— g ()|t
awd°Y Jo]—’g(v(t))|2|g v )|Y

YV z e B(0;1).

e10)=z e  ¢2(g(z)) =0.

Definiamo inoltre F(w) = @3 o g o @1(w) che & un endomorfismo olomorfo di B(0;1) che
mappa l'origine in se. Per Schwarz avremo

[F'(o)<1.
Dalla regola della catena

12 [F(0) = |@5lgoe: (0)]]9 e (0) [1€7(0) = |95 (a(2)) |19’ ()19 (O)I.
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In quanto automorfismi del disco, @1 e @3 si scrivono esplicitamente:
w—z w—g(z)
(P1(W)=—1_zw € 1_9%>
da cui, svolgendo i calcoli,
F0)l = g’ (@[~ [e| <
—lg(z)|?
che ¢& proprio la tesi. O

6.6 ESERCIZI

Esercizio 6.1. Sia f: B(0;1) — B(0; 1) olomorfa e tale che f(0) = a € B(0;1). Fornire
una stima di [f/(0)].

Soluzione. L’enunciato é molto simile al lemma di Schwarz, cerchiamo quindi di ripercorrere
alcuni punti della dimostrazione. Per ipotesi f ¢ olomorfa e f(0) = a, quindi

flz) =a+aiz+ axz? + a3z’ +...
Definiamo

f(z) —a
g(z) = ( )z = +azz+a3zz+...

[f(w) — a| o 2

lg(z)] < sup <L = lg(z)| < se |zl <.

Preso r < 1, applichiamo a ¢ il principio del massimo su B(0;r):
2
lw|=r |W| T

Per r — 1, avremo
lg(z)| <2,V z € B(0;1).

Andiamo quindi a studiare la derivata:

f(z) — £(0) ‘ f(z) —a
72 m

z—0

[£(0)] = lim

z—0

= lim|g(z)| < 2.
z—0

Esercizio 6.2. Sia f: {z:Jz >0} — B(0;1) olomorfa e tale che f(i) = 0. Fornire
una stima di |f’(i)].

Soluzione. Di nuovo cerchiamo di ripercorrere la dimostrazione del lemma di Schwarz. Per
ipotesi T ¢ olomorfa e f(i) = 0, quindi

fz)=aiz—1)+az—1)? +a3(z—1)> +...

Definiamo .
g(z) = z(—Z)i =ar+az—1)+az(z—i) +...

Preso r < 1, applichiamo a ¢ il principio del massimo su B(i;1):
Ifw)l _ 1

lg(z)| < sup —— < - = [g(z)] <

1 .
- - selz—il <.
w—ij=r (W—1] =T T

Per r — 1, avremo
lg(z)] <1,V z € B(i;r).

Andiamo quindi a studiare la derivata:

f(z) — f(1)
z—1

f(z)
z—1

I£(1)] = lim

z—1i

= lim

z—1

= lim|g(z)] < 1.

z—1
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Esercizio 6.3. Si confronti la lunghezza iperbolica Lj, (6Bip(0;r)) di una
circonferenza di raggio r con la rispettiva lunghezza euclidea.

Soluzione. Per ipotesi r ¢ il raggio iperbolico, se poniamo R quello euclideo avremo che

1+R

:17
T Il]_R

Calcoliamo la lunghezza della circonferenza con la definizione di lunghezza iperbolica. Sia
v:[0,2n] — C,t > Re't, segue

27 27
2 2 47tR
L; = ———|y(t)|dt = Rdt = .
p(v) L T~ ' L T—R2 T—R2

Esplicitiamo R in termini di r:

da cui
Lip (v) = 27 sinh(r).

Quindi la lunghezza iperbolica cresce in modo esponenziale, infatti

27 sinh(r) ~ e" per T grande.

Esercizio 6.4. Usando una trasformazione di Mobius, dimostrare che

1T+ tw|+ |t —w|
dip (t =1l .
w(tbw) S — -

Soluzione. Sia g(z) € Aut (B(O; 1)) tale che g(w) = 0, esplicitamente

z—w
1—wz'

9(z)
In quanto automorfismo del disco, le distanze vengono preservate. Quindi

dip (t»W) = dip (g(t)» Q(W)) = dip(g(t)ao) = dip (0» g(t))-

Abbiamo gia studiato I'espressione della distanza iperbolica se un punto & 'origine:

1 +lg(t)]
dip (O,Q(t)) =In 71 — ‘g(t)‘

Svolgendo i calcoli si giunge alla tesi.



FUNZIONI ARMONICHE

7.1 INTRODUZIONE

Le funzioni armoniche sono uno strumento utile in fisica per il calcolo del potenziali (elettrico,
gravitazionale, ecc.). In questo paragrafo daremo la definizione di funzione armonica e
studieremo alcune applicazioni in fisica.

Definizione 7.1 — Funzione armonica
Siano Q C R? aperto e f € C2(Q,R). f si dice armonica in Q se

Af(X»U) = aixf(x)y) + ai,yf(xyy) = O) v (X,‘J) € Q.

Notazione. L’operatore A si chiama laplaciano.

Osservazione. 1l laplaciano Af puod essere anche espresso in coordinate polari:

0 [ of(r,d) 02f(r,d)
Af(x,y)_rar<r or >+ 392

Per dimostrare l'uguaglianza e sufficiente scrivere f(x,y) = f(r cosd,r sind) e
applicare la regola della catena nel calcolo delle derivate parziali.

Esempio. Il potenziale elettrico di una carica posta in (xo,Yyo)

f(X,U) = 1H|(X,y) - (XO)yOH)

¢ una funzione armonica. Infatti, per prima possiamo supporre che, a meno di
traslazioni, (xo,yo) = (0,0). A questo punto passiamo in coordinate polari per
ottenere

f(r,d) =lnr = Af(r,9) :ri {rl] =0.
or | r

Proposizione 7.2 — Componenti armoniche di funzioni olomorfe

Sia Q C R? aperto e sia f: Q — C una funzione olomorfa. Se
f(X + ly) = u(X»y) + "W(X)y)»

allora u,v sono funzioni armoniche.

Dimostrazione. Se mostriamo che u é armonica, v lo sarebbe di conseguenza, basta infatti
moltiplicare f per —i. Da Cauchy-Riemann

Y (x,y) € Q.

axu(xay) = ayv(x»y)
ayu(XﬂJ) = —0xv(x,y)
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Da cui
Au(x,y) = 3, ulx,y) + 05, ulx,y) = dx [dyv(x,y)] — Ay [0xv(x,y)] =0

in quanto v € C* poiché f & olomorfa, in particolare v € C?; quindi, dal lemma di Schwarz
dell’analisi reale, le derivate incrociate sono uguali. O

Esempio. Riprendiamo l’esempio precedente del potenziale elettrico e mostriamo
che ¢ armonico sfruttando la proposizione. Infatti in campo complesso avremo

f(x,y) = Inl(x,y)| = In|z| = R(In z).

D’altronde In z & olomorfa, quindi la sua parte reale In|z| ¢ armonica.

\.

Esempio. Sia K € R? un compatto e sia p: K — R una funzione positiva Riemann
integrabile. Mostriamo che la funzione potenziale generata da p

Vi) = [ nltx,) = (o, yo)lp(o, yo) do duo
K
¢ armonica su R? \ K. Sfruttiamo la differenziazione sotto segno di integrale:
AV(x,y) = | Alnlfx,y) = (xo,yo)lplxa, o) dxa do.
K
Abbiamo gia visto nell’esempio precedente che In|(x,y) — (x0,Yo)| & armonica se

(x,y) € K. Quindi

Aln|(x,y) — (x0,Y0) =0 = Af(x,y) ZJOdXodyo =0.
K

C Teorema 7.3 — Coniugato armonico e funzione olomorfa

N\

Sia Q C R? aperto e sia u: Q — R una funzione armonica. Sia B(zo;1) C Q.
Allora esiste v € C? (B(zo;r)) tale che u +iv ¢ olomorfa in B(zg;T).

J

Dimostrazione. Consideriamo la forma differenziale
*du = —dyudx + dxudy.

La scelta segue dal fatto che se v esistesse tale da soddisfare la tesi, il suo differenziale
sarebbe proprio *du per via di Cauchy-Riemann. Ora «du € C' poiché u € C2(Q).
Inoltre xdu é chiusa, infatti

Ay (—0yu) = dx(dxu) < 7 u+05,u=0

che ¢& vero per l'ipotesi di u armonica.
A questo punto, per il Lemma di Poincare, su B(zq;T) trovo una primitiva v di *du. In
particolare il differenziale di v é proprio xdu, quindi
OxU = OyV
dv = d,vdx + dyvdy = —dyudx + dyudy = ¢ ~ Y
Oyu = —0yV
Cioé u,v soddisfano le equazioni di Cauchy-Riemann e quindi u + iv é olomorfa su
B(zo;1). m|
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Notazione. La funzione v si chiama coniugato armonico di u.

Osservazione. 1l teorema ha valore locale, infatti globalmente v puo non essere definita.
Ad esempio prendiamo Q = C\ {0} e u(z) = In|z| = In y/x2 4+ y2 che sappiamo essere
armonica per gli esempi precedenti. In questo caso non esiste v tale che u+1iv &
olomorfa in C \ {0} poiché uw+ iv = Inz che sappiamo non essere definita su C \ {0}

Esempio. Consideriamo

u(x,y) =lny/x2 +y? = %ln(x2 +y?).

Applicando il teorema troviamo

y X
= d
2 Ty

*du(x,y) = 5 dy.
Tramite pullback si trova che

*du = dd con ¥ = arctan %

ovvero che xdu é esatta.

7.2 PROPRIETA PRINCIPALI

Proposizione 7.4 — Proprieta del valor medio per funzioni armoniche

Siano Q C R? aperto e u: QO — R una funzione armonica. Se B(zo;:R) € Q e
r € (0,R), allora

27T
u(zo) = 5 L u(zo +rett)dt.

Dimostrazione. Per il teorema precedente posso trovare v: B(zo;R) — R il coniugato
armonico di u. Quindi
f(x +iy) = ulx,y) +ivix,y)

& olomorfa in B(zg;R). Se r < R, f soddisfa la proprieta del valor medio, quindi

1 27T o 1 27 ”
u(zo)—ﬂ%f(Zo)_%<zﬂL flzo+71e )dt)—an R(f(zo +1e't))dt

1 27 .
ZEJ u(zo +rett)dt. O
0

Proposizione 7.5 — Principio del massimo per funzioni armoniche

Siano Q C R? un aperto connesso e u: QO — R una funzione armonica. Allora 1 non
puo assumere massimo in (O a meno di essere costante.

Dimostrazione. Sia zp € QO un punto di massimo di u in Q. Vogliamo dimostrare che
u(z) =u(zo)V z € Q. Definiamo

A={zeQ|u(z) =u(z)} e B={zeQ|u(z) <u(zy)}.
E chiaro che ANB =0 e AUB = Q. Inoltre B & aperto in quanto B = u™! (—oo,u(zo))
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e u ¢ continua. Se dimostriamo che A & aperto, per connessione avremo che B = () poiche
zo € A. Di conseguenza

A=0 = u(z) =u(zy), Vze Q.

Sia z1 € A e B(z1;R) C Q. Per il valor medio, se r < R avremo

27 .
u(zy) = —J u(zy +rett)dt.
27 0
Ora ‘
u(z1) = maxu(z) mentre  u(z; +re'') < maxu(z).
zeQ) zeQ)

Quindi con un semplici argomento di analisi reale si deduce che
u(zg +rett) =u(z1), vt e 0,2n.

Inoltre r & arbitrario in (0,R), quindi tale conclusione vale anche per ogni v € (0,R).
Segue che

u(z) =u(z1) =u(zo), V z € B(z1;R)

da cui A aperto che implica la tesi. |

/-3 PROBLEMI ELLITTICI

In questo paragrafo introdurremo la risoluzione di problemi ellettici. Se Q C R? & aperto e
@: 00 — R & continua, il problema & trovare

Au(x,y) =0 se (x,y) € Q

) _
B {u(x,y) = p(x,y) se (x,y) €0Q )

T Teorema 7.6 — Unicita della soluzione

Sia Q C R? aperto e limitato. Se (x) ha una soluzione allora ¢ unica.

N\

Dimostrazione. Supponiamo che vi siano due soluzioni wq,u; di (x). Consideriamo

V(X»y) = uZ(X)U) —w (X>U)'

Ci basta dimostrare che v(x,y) = 0, V (x,y) € Q. Per definizione v € C?(Q,R)NC(Q,R).
Inoltre

AV(X)U) = AuZ(x)y) — Auy (XJJ) = 0,

quindi v é armonica. Siccome Q) é compatto, v ammette massimo e minimo in Q. D’al-
tronde, per il principio del massimo per funzioni armoniche, tali massimo e minimo devono
essere assunti su 0Q) da v. Da cui

maxv(z) =0
zceQ

poiché sul bordo ug(x,y) = @(x,y) = uz(x,y). Per la stessa ragione

minv(z) = 0.
zeQ

Quindi v(z) =0,V z € Q. m|
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C Teorema 7.7 — Integrale di Poisson \

Sia @: 0B(0; R) — R una funzione continua. Allora la soluzione di

Au(x,y) =0 se (x,y) € B(0O;R)
U(X,U) = @(X)y) s€ (X)y) € 0B(0; R)

¢ data da

1 [ R? — 12 t
Re'')dt.
Jo RZ —2R~r cos(ﬁ—t)+r2(p( e

- J

Dimostrazione. Per prima cosa mostriamo che Au = 0. Un modo diretto per mostrarlo
sarebbe quello di sfruttare la differenziazione sotto segno di integrale e calcolare diretta-
mente il laplaciano di u. Alternativamente troviamo v: B(0; R) — R il coniugato armonico
di u. Quindi avremo f = u + iv olomorfa in B(0;R) a cui possiamo applicare la formula
di Cauchy:

iReltdt.

f(ret?) L Jzn f(Re'")

T 21 o Reit—retl?
Se sposto il polo re'® fuori dalla circonferenza B(0;R) ottengo una funzione olomorfa il
cui integrale lungo la circonferenza sara nullo per Cauchy. In particolare

1 r“ f(Re'!)

2riJo Relt — R

iRettdt.

dove la scelta di resz“’ & dovuta al fatto che se ho zo € B(0;R), il punto % ha lo stesso
argomento di zp ma il suo modulo é maggiore di R. A questo punto sottraggo le due

espressioni precedenti per ottenere

1 JZT{ RZ _ 1.2

flret®) =
(ret) 21 )y RZ—2Rr cos(d —1t) +12

f(Rett)dt.

Ne prendo la parte reale e ottengo che u(re*?) & armonica in quanto parte reale di una
funzione olomorfa. Inoltre con lo stesso argomento avremo che u € C2 (B(O; R)) Resta

da mostrare che u € C(B(O; R)), che nel nostro caso si riduce a verificare la continuita su
0B(0; R). Per farlo dimostreremo che

u(r,9) — @(Re'?) uniformemente per r — R.

Cio implica la continuita al bordo poiché vi é convergenza uniforme e @ € C(@B(O; R)).
Per prima cosa studiamo alcune proprieta del nucleo di Poisson:

1 J'27r R2 _ 12 0

21t )y RZ—2Rr cos(d —t) + 12 de=1

Infatti, se f &€ olomorfa, dalla formula di Cauchy avremo

1 27 it .
f(z) J f(Re )'Reltdt,

= — — 1
2mi )y Rett—z

dove chiaramente abbiamo sfruttato la curva 0B(0;R). Come abbiamo visto nella prima
parte della dimostrazione, se al posto di z prendiamo RTZZ, il medesimo integrale & nullo

per il teorema di Cauchy, in quanto la funzione integranda ¢ olomorfa in B(0; R). Da cui

1 27 f(Reit) . 1 27 f(Reit) .
f(z) = =— —— ~ {Re''dt — — ——— ——iRe''dt
(2) ZniJ'o Rel"—z1 € Znijo Rei‘cf‘%Zl €
1 27 RZ—TZ .
= — f(Re'")dt
ZWJO RZ — 2Rt cos(® —t) + 12 (Re™)
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Posto f = 1 otteniamo (1).

RZ —T'Z

0< <
R2 — 2R cos(® —t) + 12 €

setdg [D—205,9+ 6] (2)

Osserviamo che per 1 — R abbiamo sempre r < R. Quindi
RZ — 12 > 0.
Inoltre se t & [ — 6,9 + 8]
R? — 2Rt cos(®—t)+ 1> >R?—2Rr+ 12 = (R—1)%2 >0,

quindi la prima parte della disuguaglianza ¢ dimostrata. La seconda ¢é altrettanto chiara
in quanto R? — 12 — 0 quando r — R. Mentre

R? — 2Rt cos(® — t) + 12 %R2(1 —2cos(d—t)+1)>v>0 setdg [B—56,9+ 8]

Quindi anche la (2) ¢ dimostrata. Mostriamo la convergenza uniforme:

hu(ret®) — @(Re'?)| = 1J27r R2 — 12 o(Rett)dt — @(Ret?)
21 )y RZ—2Rt cos(d—1t) +12
oL R 12 it 9
B 27'[.[0 R2 — 2R7 cos(d —t) + 12 [(P(Re ) —@(Re )] dt
1 27 Rz—‘rz . .
S 52 R ity R i9 dt
27 Jo R2 — 2Rt Cos(ﬁ_t)+r2|(p( e’)—o(Re)]

>0 per (2)

Ora @ ¢ continua su 0B(0;R) compatto, quindi ¢ ivi uniformemente continua. In
particolare

lp(Re') —@(Re'?) < y(8) cony(8) =0sed—=0ete[®—05,9+3

Spezziamo l'integrale:

1 RZ 12 ) )
j r P(Re) — p(Re)|dt

27t ) RZ — 2Rt cos(d —t) + 12
0,2\ [0—5,9+5]

+ lp(Re') — (Re'?)[dt. (x)

1 D+06 RZ _ T.Z

2n L,é R2 — 2R cos(® —t) + 12

Osserviamo che per il primo integrale possiamo stimare la frazione con (2) & le funzioni

in modulo con 2||@||sup- Per il secondo sfruttiamo la convergenza uniforme per la stima

del modulo e ampliamo il dominio di integrazione a [0, 271]. Quindi
R? — 12

R2 —2RT cos(® — 1) +

1 1 27
< o [2¢ @lupat + 5
) < g [2elollapat+ 5 [

0,271\ [9—35,9-+85]

2 v(d)dt

< 26 @l +¥(6).
In conclusione, dato ¢ > 0 ho che
u(ret®) — @(Re"™) < 2e || @llsup +Y(0)-
Scelgo 6 tale che y(8) < ¢ se r ¢& sufficientemente vicino a R. Quindi
u(re™®) — @(Re'™)| < 2e|@]lsup +

che é la definizione di convergenza uniforme. |
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N

C Teorema 7.8 — Caratterizzazione delle funzioni armoniche tramite
valor medio

Sia Q C R? aperto e sia u: QO — R continua. Allora u é armonica se e soltanto se
soddisfa il principio della media, ovvero

27
u(zo) = - L u(zo +rett)dt se B(zo;1) C Q.

- J

Dimostrazione. Abbiamo gid dimostrato nella teorema 7.4 che se u ¢ armonica allora
soddisfa il valor medio.

Supponiamo quindi che u soddisfi la proprieta del valor medio. La proprieta di essere
armonica ¢ locale, quindi ci basta dimostrare che u ¢ armonica in ogni B(zg; 1) tale che
B(zo;7) € Q. Consideriamo una palla con queste proprieta e definiamo

27 .
u(zo +rett)dt.

- . 2 —p?
v: B(zo;7) = C V(Z°+pele):ﬂjo T2 —2rp cos(d —t) + p?

Per quanto visto nella dimostrazione del teorema precedente, v ¢ armonica in B(zg;1) e
continua fino al bordo. Consideriamo w = u — v e dimostriamo che w = 0. Osserviamo

D’altronde come abbiamo visto nella dimostrazione della teorema 7.4, il principio della

D’altronde
w(z) =u(z) —v(z) =0 se z € 0B(zo; 1)

poiché v soddisfa il problema ellittico in B(zg; 1) e il dato al bordo & proprio u. Da cui

max w(z)= min w(z)=0 = w(z) =0,V z € B(zo; 7).
z€B(zo;T) z€B(zo;1)
Quindi u coincide con v che ¢ armonica per costruzione, pertanto u ¢ armonica. O

7-4 PRINCIPIO DI RIFLESSIONE DI SCHWARZ

In questo paragrafo studieremo un modo per estendere il dominio di una funzione olomorfa, il
cui dominio é stato definita all’interno del semipiano superiore e il cui bordo pud comprendere
parte dell’asse reale. In particolare dimostreremo che l'estensione di f: QO — C a Q ¢é data
da

f(z).

Osserviamo che Q non ¢ la chiusura di Q ma il suo insieme coniugato, che andremo a definire
tra poco. Per raggiungere tale risultato analizzeremo diversi casi, fino a giungere a quello
piu generale.

Definizione 7.9 — Insieme Coniugato

Sia O C C un insieme qualsiasi. Si definisce il suo coniugato come

Q:={z|lzeQ}.

Notazione. Vi é un evidente ambiguita di notazione con la chiusura di un insieme.
In questo paragrafo faremo uso dell’insieme coniugato solo in riferimento ad Q per
limitare il problema. Quando sard necessario specificheremo 1'uso di una o dell’altra
notazione.

che w soddisfa il principio della media in quanto u lo soddisfa per ipotesi e v &€ armonica.

media implica il principio del massimo. Segue che w soddisfa il principio del massimo.

77
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Proposizione 7.10 — Estensione di un dominio nel semipiano superiore

Sia Q C{z|J(z) >0} tale che 0O NR = (. Sia inoltre f: Q — C olomorfa. Allora

g(z): QuUQ - C, g(z):{% 22%

& olomorfa.

Dimostrazione. Mostriamo in figura i domini della proposizione:

A

Q

Y

o]

L’olomorfia di f(Z) ¢ gia stata dimostrata in un precedente esercizio. Possiamo anche
dimostrarlo in maniera alternativa osservando che (ﬁ)l ¢ f'|z composta a destra e a
sinistra con un ribaltamento. Infatti una rotodilatazione composta con due ribaltamenti
é ancora una rotodilatazione. Mostriamolo esplicitamente per una rotazione: la matrice
del coniugio ¢ il ribaltamento
1 0
)

1 0 cos® sind) (1 0\ [cos® —sind
0 -1 —sind cosd/) \0 —1/)  \sind cos?d

che ¢ ancora una rotazione. O

quindi

Proposizione 7.11 — Estensione di un dominio coincidente con il suo

coniugio

Sia Q C C tale che Q = Q e QN R ¢ un intervallo. Supponiamo che f: Q — C sia
una funzione olomorfa tale che f(x) € R se x € R. Allora g(z) = f(z) coincide con
f(z).

Dimostrazione. Mostriamo in figura il dominio della proposizione:

A

Q=0

Y

Siccome Q = Q, g ¢ definito su Q ed ¢ olomorfa per la proposizione precedente.
Osserviamo inoltre che se x € R, allora

g(x) = f(x) = f(x) = f(x)
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in quanto f(x) € R. Quindi f & g coincidono sull’asse reale. Dal principio di identita,
N

segue che f(z) = f(z), V z € Q. O

Proposizione 7.12 — Estensione di un dominio che interseca i reali

Sia Q C C aperto tale che Q NR & un intervallo. Sia inoltre f: O — C olomorfa tale
che f(x) € R se x € R. Allora

g(z): QUQ — C, g(z):{% iig

¢ ben definita ed olomorfa.

Dimostrazione. Mostriamo in figura i domini della proposizione:

A

@)

A\

o]

Affinché g sia ben definita basta dimostrare che f(z) = f(z) su Q N Q. D’altronde cio
& banalmente vero per la proposizione precedente. Inoltre g é olomorfa per la prima
proposizione del paragrafo. O

C Teorema 7.13 — Principio di \

riflessione di Schwarz

Sia Q C{z]|J(z) > 0} un aperto tale che E = 0Q N R sia un intervallo aperto. Se

v: Q — R ¢ armonica e tende a zero su E, allora v ha un’estensione armonica V su
QUEUQ, che soddisfa
V(z) = —-V(z).

Sepoi fe HQ)NC(QUE),f=u+1ivsuQev(z) =0 per z € E, allora

_Jf(z) zeQUE
F(Z)_{f(i) zeQ

definisce una funzione olomorfa su Q UE U Q.

Dimostrazione. Definiamo V: QUE U Q — R tale che

A

v(z) zeQ
V(iz)=<0 zek >
—(z) z€eQ

o]
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Ora V ¢é continua in Q e Q perché v & armonica; ¢ continua su E perché
v(zn) — 0 sezn —+z0 €E

per ipotesi. Quindi, affinché V sia armonica, per la caratterizzazione ci basta dimostrare
che soddisfa la proprieta del valor medio. Se zg € Q e B(zp;71) & tale che B(zo;1) C Q
allora V verifica la proprieta del valor medio in B(zg; 1) poiché v ¢ armonica. Infatti

27t 27
i it _ it _ _
o L V(zo +1et)dt 7 L v(zg +Te't)dt =v(zo) = V(zo).

Analogamente se zo € Q e B(zo;7) C Q, V soddisfa la proprieta della media in B(zo;1).
Infatti

27 27
it _ — —it () —
I L V(zo +1et)dt g Jo v(zg+re 'Y dt v(Zg) = V(zo).

A questo punto é sufficiente verificarlo per zo € E. Preso B(zp; 1) avremo

27

J V(zo +reit)dt+J

1 27T . 1
—J V(zo+re”)dt:{
0 7T

V(zo +relt)dt|.
27 Jo 27 (2o )
Osserviamo che per t € [0, 7] i punti zo + 7 e't sono in Q, mentre per t € [, 271 sono in
Q. Inoltre da zp € E avremo zy = zp. Da cui, per definizione di V,

1
27

in quanto i due integrali assumono gli stessi valori con il segno scambiato.

Se ora f é definita come per ipotesi. Per definizione F é continua, mostriamo che é olomorfa
sfruttando il teorema di Morera. Dobbiamo quindi far vedere che l'integrale di F lungo
rettangoli chiusi sufficientemente piccoli é sempre nullo. Se R é un rettangolo interamente
contenuto in 3, avremo

27t

Jnv(zo —&-reit)dt—J'

0 7T

v(zo +Te Y dt] =0

J F(z)dz=0
aR

per Cauchy. Infatti su Q, F = f che & olomorfa. Analogamente se R C Q poiché abbiamo

precedentemente visto che f(z) ¢ olomorfa. Infine se RNE # (), suddivido R in 3 rettangoli
Ry, Rz, R3 tali che

A Q

R;
Y3

Ri CQ e R3

N
@]
\4

o]

Quindi
J F(z)dz=0 e J F(z)dz=0
OR; aR3

per Cauchy. Per calcolare I'integrale su 0R;, suddividiamo il rettangolo in 4 curve:

Y1:la,b] — C,t— t—19; Y2:[-6,8] — C,t — b+ 1it;
—v3: [a,b] — C,t — t+15; —V4: [0,8] — C,t—> a+1it.
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Chiaramente gli integrali di F lungo y2,v4 sono nulli per & — 0. Mentre

b b b
flt+io)dt 2% J Ft) dt :J (1) dt;

a a

JF(Z)dZ—JbF(t—iS)dt_J

a a

Y

— J F(Z)dZ:—JbF(t—Fié)dt:—J

a

b b

ft+18)dt 22% —J £(1) dt.

a a

—Y3

Quindi

7-5 ESERCIZI

Esercizio 7.1. Siano Q C R? ¢ u,v: Q — R due funzioni armoniche. Determinare
sotto quali condizioni

o(x,y) = ulx,y)v(x,y),

€ armonica.
Soluzione. Applicando la regola della catena:
dlu-v) = (0u-v+0xv-u)dx + (0yu-v+0yv-u)dy.

Da cui

Alu-v) :ax(axu.v+axv.u)+ay(ayu.v+ayv.u)
= (02 u+ aiyu) v+ 35U dxv + dyudyv + (3Z,v + aiy\)) U+ 0,V Oxu + Oyudyv
= 2(0xu0xV + 0yudyVv).

Quindi, per definizione, @ é armonica se e soltanto se

Oxu OxV —
Alu-v) =0 <= 0xudxv+0yudyv=0 < <<6yu> ’ (ay")> -0

Quindi F é olomorfa. O

Osservazione. Un caso particolare in cui cid € vero é quando u,Vv sono parte reale e
immaginaria di una funzione olomorfa. In tal caso infatti vale Cauchy-Riemann, da

() Gy = (). (3o

in quanto u é armonica per ipotesi.

2

Osservazione. Dall’esercizio segue inoltre che se 1 ¢ armonica, allora u® é armonica

se e soltanto se u é costante.

Esercizio 7.2. Sia A una sezione del disco unitario determinata dalla retta reale
e dalla retta di pendenza e'w~. Sia f una funzione olomorfa in A e continua su A.
Dimostrare che f si puo prolungare analiticamente da una mappa del disco al 2n-gono
regolare.
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Soluzione. Sfruttiamo la riflessione di Schwarz. Poniamo R il ribaltamento rispetto alla retta
di pendenza e*~ e definiamo

F(z) = f(z) z€EA
“T\R(f(R2)) zeRA.

Esercizio 7.3. Sia Q C R? un aperto limitato. Siano u,v armoniche in Q e continue
fino al bordo. Dimostrare che se u < v su 0Q), allora u < v su Q.

Soluzione. Consideriamo la funzione @ = u —v. Per ipotesi ¢ ¢ armonica e @laa < 0. In
quanto funzione armonica, ¢ soddisfa il principio del massimo. Quindi il massimo di uw—v
viene assunto al bordo. In particolare u —v < 0 su tutto Q, da cui la tesi.

Esercizio 7.4. Si mandi il dominio Q) in figura nel semipiano superiore tramite una

funzione olomorfas:
A

ih

Soluzione. Tramite la mappa z> mandiamo Q in C \ {[~h?,+o0]}. Tramite z + h? + % lo
trasliamo in C \ {[1/4,+00]}. A questo punto prendiamo l'inversa della mappa di Koebe,
precedentemente analizzata e arriviamo in B(0; 1). Infine utilizziamo la mappa

_iz+1
z—1

per mandare il disco unitario nel semipiano superiore.

Esercizio 7.5. Siano O C C e u: Q — R una funzione armonica non costante.
Dimostrare che i punti (x,y) € Q tali che Vu(x,y) = 0 determinano un insieme
discreto.

Soluzione. Per il coniugato armonico, localmente, in ogni palla B(zg; 1) C Q, trovov: B(zg; 1) —
R tale che f(z) = u(z) + iv(z) & olomorfa in B(zp;r). Ora se Vu(x,y) = 0, per Cauchy-
Riemann, Vv(x,y) = 0. Quindi f'(z) = 0 per z = x + iy. D’altronde gli zeri di f’ non
possono essere di accumulazione in B(zg; 1), altrimenti f’(z) = 0 in B(zo; 1) da cui seguirebbe

f costante che é assurdo per ipotesi.



ESTENSIONI ANALITICHE

8.1 INTRODUZIONE

In questo capitolo affronteremo due problemi principali:
e L’estensione di una funzione olomorfa in Q C C al di fuori di Q.
e La definizione di funzioni a valori multipli come Inz e4/z.

Ci occuperemo in particolare del primo. Mostrando ad esempio quale relazione vi é fra

f(z) = Z z" definita su B(0;1),

n=0

B 1
T 1—2

g(z) definita su C\ {1}.

che ¢ chiaramente un’estensione di f.

Definizione 8.1 — Punto regolare

Sia D C C un disco e sia f: D — C una funzione olomorfa. Diciamo che 3 € 9D é un
punto regolare per f, se esiste un disco Dy centrato in 3 e una funzione g € H(D1),

tale che
f(z) =g(z)Vze DNDy.

Notazione. Se 3 non é un punto regolare lo chiamiamo punto singolare.

C Teorema 8.2 — Punto singolare per serie di potenze

Sia f(z) = >_anz™ una serie di potenze che ha raggio di convergenza R. Allora f
ha almeno un punto singolare su 0B(0; R).

N\

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f non abbia punti singolari. Quindi, per
definizione, per ogni f € 9B(0;R), trovo Dg un disco centrato in  su cui ¢ definita
un’estensione gg di f. Per compattezza di 9B(0;R) vi ¢ un ricoprimento finito di tali
dischi, quindi trovo Dg,,...,Dp,, tali che

| Dg. 29B(0;R).

i=1
Definiamo

h: B(0; R) U U Dg, — C,z+—

i=1

f(z) z € B(0;R)
gf’i(z) ZEDBi

Osserviamo che, per ipotesi,

f(z) = gp,(2) se z € B(0;R) N Dg,.
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D;

Figura 8.1: Punto regolare.

Quindi affinché h sia ben definita resta da mostrare che
DﬁiﬂDﬁj +) = gﬁi(l)zgﬁj(l) SeZEDBiﬂDﬁj.
Ora Dg, NDg; #0 = Dg, NDg, NB(0;R) # (), quindi, per ipotesi,
gp:(z) = f(z) = gp,(2) se z€ Dg, NDg,; NB(0;R).
Pertanto gp,, gp; coincidono su tutto Dg, N Dg; per il principio di identita. D’altronde
n
B(0;R) U UDBi D B(O;R+¢) per un ¢ > 0.
i=1

Quindi il raggio di convergenza di f é maggiore o uguale a R + ¢. Cio é assurdo poiché
tale raggio € R per ipotesi. |

Osservazione. L’esistenza di punti singolari non ha molto a che fare con la convergenza

della serie sul bordo. Ad esempio
n

z
2
n>1

ha raggio di convergenza R = 1. Inoltre converge in ogni z con |z| = 1. D’altronde
deve avere un punto singolare per il teorema precedente.

Esempio. La funzione
flz)=z+22+24 +28+...= Zzzn
n>0

ha raggio di convergenza R = 1. Mostriamo che ogni punto sul bordo del disco B(0; 1)
é singolare. Per farlo dimostreremo che f ¢ illimitato in un intorno dei punti

P .
e?7izm con j,n € N.

Dal momento che I'insieme di tali punti & denso in 0B(0; 1), segue che f non puo avere
punti regolari. Per j = 0, consideriamo f(r) al tendere di v — 1:
N
lim f(r) = lim " > lim T =N+1 con N arbitrario.

r—1 r—1 r—1
n=0 n=0

Quindi f(r) — 4+o0. Per gli altri j, osserviamo che

f(22) =1(z) —z = f(z) = f(z?) + 2.
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Quindi in un intorno di —1, avremo
lim f(—r) = lim f(re'™) = lim [f(r?) +re'™] = lim [f(r?) —1] = +oo.

Analogamente si mostra per gli altri punti.

8.2 PROLUNGAMENTO ANALITICO

Supponiamo di avere funzioni come Inz o y/z. L’idea alla base del prolungamento analitico,
¢ quella di partire dalla loro scrittura in serie di potenze (quindi nel dominio del disco di
convergenza), ed estenderle passo passo in dischi che intersecano il precedente.

Definizione 8.3 — Elemento analitico .

Un elemento analitico ¢ una coppia (f,D), con D un disco e f € H(D).

Definizione 8.4 — Continuazione diretta .

Siano (f;,D1) e (f2,D3) due elementi analitici. Diciamo che (f2,D2) ¢ una
continuazione diretta di (f1,D1) se

° D]ﬂDz#w;

o f1(z) = f2(z) per ogni z € D1 N D,.

Notazione. Se (f2,D2) ¢ una continuazione diretta di (f1, D7), scriviamo

(thl) ~ (fZ>D2)-

Definizione 8.5 — Catena analitica .

Siano Dy,...,D, una successione di dischi con D; N D7 # 0. (Dog,...,Dp) si
definisce catena analitica se esistono elementi analitici (fo, Do), ..., (fn, Dn) tali che

(fix1,Dip1) ~ (fi, D)) Vi=0,...,n— 1.

Definizione 8.6 — Prolungamento analitico

Supponiamo di avere una catena analitica 1 cui elementi analitici sono
(fo, Do)y ..., (fn, Dy ). Diciamo che (f, Dy ) ¢ il prolungamento analitico di (fo, Do)
lungo la catena (Dg,...,Dy).

Proposizione 8.7 — Transitivita della continuazione diretta

Siano D1, D;, D3 dischi tali che D1 ND,ND3 75 0. Se (f1,D]) & (fz,Dz) e (fg,Dg) =
(f2,D3) allora
(f1,D1) ~ (f3,D3).

85
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D;

Figura 8.2: Catena analitica.

Dimostrazione. Consideriamo la seguente figura:
D] DZ

X fi=f, inD;ND;
dove per ipotesi i
f in D, ND3

ava

D3
In particolare avremo f; = f3 in Dy N D, N D3. Quindi

f1 =13 in DyND3

per il principio di identita. Da cui

(f1,D1) ~ (f3,D3).

83 PROLUNGAMENTO ANALITICO LUNGO UNA
CURVA

Definizione 8.8 — Catena che copra una curva

Siano (Dg,...,Dy) una catena e y: [0,1] — C una curva. Diciamo che (Dg,...,Dy)
copre y se esistono 0 = sg < s71 <...< sp, =1 tali che

e y(0) e y(1) sono i rispettivi centri di Dg e Dy,;

o v[(si,si+1)] € Dy per ognii€{0,...,n—1}

Definizione 8.9 — Continuazione lungo una curva

Si dice che (fy, Dy) & una continuazione di (fo, Do) lungo la curva y: [0,1] — C se
e (Dg,...,Dy) & una catena che copre v;

o (fn,Dy) ¢ il prolungamento di (fp, Do) lungo la catena (Do,...,Dn).
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D;

I

Do

Figura 8.3: Catena che copre una curva.

C Teorema 8.10 — Unicita del prolungamento analitico lungo una curva

Supponiamo che {(fo,Ao),..., (fn,An)} e {(go,Bo)y.-.,(gm,Bm)} siano due
prolungamenti di fo lungo la curva y: [0,1] — C. Allora

fn=gm in A, NBp,.

N\ J

Dimostrazione. Prendiamo 0 = sg < s1 < ... < s, = 1 la partizione per {Ag,...,An} e
0=ty <t; <...<tm =1 lapartizione per {Bo,...,Bmn}. La strategia ¢ dimostrare che
[siysi41] N [, t41] #0 = (fi, Ai) ~ (g;, Bj). (%)

Cio implicherebbe la tesi, poiché chiaramente [sn,_1,1] N [tm_1,1] # 0, da cui

(fn) An) ~ (9m> Bm)-

Supponiamo per assurdo che (%) sia falso. Dal momento che in [0, s7] N [0, t1] & vero per

ipotesi, devono esistere 1i,j tali che (x) é falso e i +j & minimo: sono infatti
entrambe
estensioni di fgo

Per i,j — 1 ’asserto & vero poiché sono inferiori al minimo, quindi
(fi, Ai) ~ (gj—1,Bj—1).

Inoltre (gj—1,Bj—1) ~ (gj,B;) per ipotesi. Quindi per la transitivitd dimostrata nella
teorema 8.7, avremo

(fi, Ai) ~ (g5, Bj).

Ma cio ¢ assurdo in quanto 1i,j sono i piu piccoli indici per cui cido non accade. O




st veda la
figura 8.3 per
comprendere
laffermazione
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Osservazione. 1l teorema in particolare afferma che il prolungamento lungo una curva
é un’estensione canonica.

Definizione 8.11 — Curve omotope .

Sia Q C C aperto. Due curve yo,v1: [0, 1] — Q che coincidono agli estremi si dicono
omotope se esiste una mappa continua @: [0, 1] x [0, 1] — Q tale che

* @(s,0) =v0(0) =v1(0) e ©(s,1) =vo(1) =v1(1) per ogni s € [0, 1].
* ¢(0,t) =vo(t) e @(1,t) =y1(t) per ogni t € [0,1].

\.

Osservazione. L’insieme delle curve omotope costituisce una classe di equivalenza.

Teorema 8.12 — Indipendenza del prolungamento per classi di

omotopia

Sia Q C C un aperto e sia (B(zo;r),f) un elemento analitico in Q che si puod
prolungare lungo ogni curva di Q. Se yo,y; sono due curve omotope con

Y0(0) =v1(0)=20€Q e vyo(l)=vi(1)=z€ Q,

allora il prolungamento analitico lungo yo coincide con il prolungamento analitico
lungo v;.

J

Dimostrazione. Per ipotesi yo,y1 sono omotope, trovo quindi 'omotopia ¢@(s,t). In
particolare

@(0,t) =vo(t) e () =71(t).

Fissato s € [0, 1] definisco ys(t) = @(s,t). Prolunghiamo (B(Zo; T), f) lungo vy, per il teo-
rema precedente, il prolungamento dipende solo da yo. Chiamiamo (D, fg),..., (Dn,fn)
gli elementi analitici del prolungamento. Per continuita e compattezza

n

vs([0,1]) € U D; ses€0,¢
i=0
con ¢ sufficientemente piccolo. Quindi (Do, fg),...,(Dn,fn) ¢ un prolungamento analiti-

co anche per vy per s € [0, ¢]. D’altronde abbiamo gia osservato come il prolungamento
analitico sia unico e dipenda solo dalla curva, pertanto il prolungamento di f lungo yo o
lungo vs,s € [0, €], ¢ lo stesso. Abbiamo quindi mostrato che il prolungamento analitico
¢ localmente costante in s. Dal momento che [0, 1] & connesso, il prolungamento analitico
non dipende da s. In particolare se prolungo (Do, fo) lungo vy, o lungo vy, ottengo lo
stesso risultato. m|

Osservazione. 11 prolungamento analitico dipende quindi solo dalla classe di omoto-
pia. In particolare, negli aperti semplicemente connessi dove vi & una sola classe di
omotopia, il prolungamento analitico non dipende dalla particolare curva.
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Corollario. Sia Q C C semplicemente connesso. Sia D C Q un disco e sia (D, f)
un elemento analitico che si puo prolungare lungo tutte le curve di Q. Allora esiste
g: Q — C olomorfa tale che f(z) = g(z), V z € D.

Dimostrazione. Definiamo g(z) nel seguente modo: supponiamo che zg sia il centro di
D, prendiamo una curva y che connette zp e z. In un intorno di z definisco g(w) come
Pestensione di (D, f) lungo y. Poiché Q ¢& semplicemente connesso, ’estensione non
dipende dalla scelta della curva y. Per cui se estendo lungo v, quest’ultima ¢ omotopa a
v e per il teorema precedente ottengo la stessa estensione. O

Proposizione 8.13 — Determinazione della radice

Se QO C C\ {0} ¢ un aperto semplicemente connesso, in Q posso definire una
determinazione della radice.

Dimostrazione. Sia zg € Q, voglio definire la radice in B(zg; 1) per r piccolo. Sfruttiamo
il teorema della funzione inversa: considero wg # wy tali che w% =2zp = w%. Posto
f(z) = 22, so che

f'(wo) # 0 # f'(wr).

Posso quindi applicare la funzione inversa per trovare
go: B(zo;1) = Uy, e g1: B(zo;7) — U,
olomorfe tali che
go o f(lw) =w, Vw € Uy, e grof(w)=w,Vwel,,.

Arbitrariamente, scegliamo go come determinazione per la radice su B(zg;r). Ora, preso
z € Q, devo poter dare la medesima determinazione. Posso estendere (Do, go) lungo ogni
curva v, dove Do = B(zo;1) con r = |z9|. Dal momento che y & compatto, il minimo
raggio di B(y(t), 1‘) é strettamente positivo. Quindi giungo in z dopo un numero finito di
passi. Sono soddisfatte entrambe le ipotesi del corollario, il quale applicato, ci fornisce la
tesi. O

Notazione. Questo risultato prende anche il nome di teorema di monodromia.

Osservazione. Analogamente ¢ possibile definire su Q una determinazione del
logaritmo.

Osservazione. Se () non é semplicemente connesso, partiamo dall’elemento analitico
(B(ZO,T),f). Sia vy una curva che connette zg e z. In tal caso f(z) dipende da z e
dalla classe di omotopia [y].

Quindi se Q non ¢ semplicemente connesso e (D, f) & un elemento analitico in Q che
si puo estendere lungo ogni curva, posso non essere in grado di estendere f a tutto Q
(come ad esempio il logaritmo su C \ {0}). D’altronde & sempre possibile estendere f
a un rivestimento di Q.

Esempio (Logaritmo). Sia (S, ) il rivestimento universale di C \ {0}. Se definiamo

89

il disco di
convergenza é
infatti il piu
grande possibile e
in C\ {0} coincide
proprio con |zol
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<

Figura 8.4: Determinazione del logaritmo sul rivestimento universale di C\ {0}. DA FINIRE!!

In: S — C, il diagramma
S

e
c s\ ()

commuta. Nella figura 8.4 possiamo vederne una rappresentazione grafica.
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9.1 COMPATTEZZA NELLO SPAZIO DELLE FUNZIONI
OLOMORFE

Definizione 9.1 — Famiglia di funzioni normale

Siano Q C C aperto e F C H(Q). Diciamo che F & una famiglia normale se per ogni
successione di funzioni {fn}n>1 C F, trovo una sottosuccessione {fn, th>1 € f € H(Q)
tali che

fn, — f quasi uniformemente.

Osservazione. Non chiedendo che f € F, non abbiamo trovato una reale definizione di
compattezza, ma, piuttosto, una di relativa compattezza. Ricordiamo infatti che un
insieme si dice relativamente compatto se la sua chiusura é compatta.

C Teorema 9.2 — di Ascoli-Arzela \

Sia K € R? un compatto e sia {fnln>1 € C(K,R) una successione di funzioni tale
che

1. sup|fn(z)| < +oo.

zeK
neN

2. Esiste L > 0 tale che

[fn(z1) — fn(z2)l < Llz1 — 22|, V 21,22 e K<Y n e N.

Allora esiste una sottosuccessione {fn,}n>1 che converge a una funzione f
uniformemente su K.

N\ J

| Dimostrazione. Risultato di Analisi II. O

~ )

Osservazione. L'ipotesi (1) da sola non é sufficiente. sin XL" é un esempio di funzione

limitata che non converge a una funzione continua

\. J

\

C Teorema 9.3 — Caratterizzazione delle famiglie normali

Sia Q C C un aperto e sia F C H(Q). F & normale se e soltanto se per ogni K C Q
compatto, esiste M > 0 tale che

.2 <M, Vn>1Vzeck

N\ J




=)

abbiamo sfruttato
la
parametrizzazione
w =

zo+ (r+e)ett e
abbiamo osservato
che € ¢ la minima
distanza possibile
tra w e z
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che F non sia equilimitata sui compatti di Q.
Possiamo quindi trovare K C Q tale che

suplfn(z)| = n.
zeK

Per ipotesi F ¢ normale, quindi posso estrarre una sottosuccessione {fy,} di {fn} che
converge a f uniformemente sui compatti di Q. In particolare

suplfy, (z) — f(z)| — 0
zeK

per h — +o0.

Ora, per Weierstrass, f é limitato su K, quindi esiste M > 0 tale che

sup|f(z)] < M.
zeK

Da cui
Ny < suplfn, (2)] < suplfn, (z) — f(z)|+ M.
zeK zeK
che implica

lim nhp < M
h—+4o00

che é assurdo.
Sia K C Q compatto. Per compattezza posso ricoprire K con un numero finito di palle
{B(Zi;ri)}}':] con B(zi;Ti) C Q.

Per dimostrare che F & normale ¢ quindi sufficiente dimostrare che {f,,} ¢ compatto in
ogni palla B(zp;1) con B(zo;1) C Q. Seguirebbe infatti che ¢ possibile estrarre {f,, } che
converge su B(zq;77). Inoltre, dal momento che le B(zi;T;) sono finite, posso iterare: da
{fn, } estraggo quindi {fnhj} che converge anche su B(zz;12) e cosl fino ad estrarre una
sottosuccessione {fy, } che converge su tutte le palle. In particolare essa convergerebbe su

K in quanto
!

U B(zi;mi) D K.

i=1

Sia B(zo; 1) tale che B(zp;1) C Q e sia {f,,} C F. Sfruttiamo Ascoli-Arzela per dimostrare
che {f} & compatto su B(zp;1). Per ipotesi

Ifn(z)l <M,V 2>1Vze€ B(zo;7)

che ¢ la prima ipotesi di Ascoli-Arzela. Grazie al teorema di Lagrange, per mostrare la
seconda, ¢ sufficiente verificare che

If/ (2)] <K M/, ¥ n > 1V z € B(zo; 7).

n

Sfruttiamo la formula integrale di Cauchy: prendiamo & > 0 tale che B(zp;T+¢) C Q.
In particolare avremo ancora

fo(2)| <M, V21V zeB(zo;r+¢) C Q.

Da cui
1 n 1 (7" fn it .
400 = | e | = [ o I IE) (s oettar
B s, 0 [(z0+ (r+e)ett) —z]
1 27t Mm” M
S*J — (r+¢)dt= (r4+¢)V z € B(zo;1). O
2n o &2 g2
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C Teorema 9.4 — della mappa di Riemann \

Sia Q C C un aperto semplicemente connesso che non coincida con C. Allora esiste
f: Q — B(0; 1) biiettiva e biolomorfa. Inoltre, preso zg € Q, si pud imporre

f(Zo) = O, fI(Zo) & R, fl(Zo) > 0.

f, con questa condizione, & unica.

Dimostrazione. Mostriamo l'esistenza di f. Consideriamo
F={f: Q — B(0;1) | f olomorfa, iniettiva e f(zg) =0}.
Vogliamo dimostrare che
1. F non & vuoto.
2. sup{|f'(zo)|: f € F} & un massimo.
3. Se fo € F & massimale rispetto a (2), allora fo & la funzione cercata.

Per ipotesi Q é semplicemente connesso e Q # C, quindi esiste wg € Q. Per cui la mappa
W — W —Wwq a valori in Q non si annulla mai. Per il teorema di monodromia possiamo
definire

©: Q — Cyz— vz—wp.

@ ¢ iniettiva, infatti
o(z1) =0(z2) = z1—wo =22 —Wo = 21 =23.
Inoltre @(z1) # —@(2z2) se z1 # z,, infatti
0(z1) =—0(z2) = @(z1) =0(z2)> = z1—wo=22—Wo — 21 = 2.

Cio significa che se @ assume il valore c, allora non assume il valore —c. Sappiamo che le
mappe olomorfe sono aperte, quindi @(Q) & aperto. Ora se B(a;r) C ¢@(Q), per quanto
appena detto, avremo

—B(a;7) =B(—a;7) € @(Q)°.

Definiamo N

¢(z) +a’

Osserviamo che 1\ ¢ iniettiva in quanto ¢ lo é. Inoltre { é olomorfa poiché é l'inverso
di una funzione olomorfa che non si annulla mai, infatti abbiamo dimostrato che @(z) &
B(—a;r) per ogni z € Q. Infine

P: Q — B(0;1),z+—

¢(z) € B(—a;1) = [o(z) +al > = (Q) € B(0;1).

Quindi, componendo 1P con un automorfismo del disco che manda @(zg) in 0, ho trovato
un elemento di F.

Sia o = sup{|f’'(zo)|: f € F}. Se f € F per definizione |f(z)| < 1 per ogni z € Q, quindi
F é una famiglia normale per la caratterizzazione di queste ultime. Dalla definizione di
estremo superiore, trovo una successione massimizzante, ovvero

1
[fl} ©F  tale che [f](z0)| > o — —.

D’altronde F ¢ normale, quindi esiste una sottosuccessione {fy,} che converge quasi
uniformemente a fo su Q. Vogliamo mostrare che

foeF e |f6(Zo)‘ = .

93
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E chiaro che fo(Q) C B(0; 1), inoltre fo(zo) = O perché
0 = fnl(zo) — f(zo).

Infine fy & iniettivo perché, da un risultato precedente, il limite quasi uniforme di una
successione di funzioni iniettive ¢ iniettivo o costante; d’altronde fo non ¢ costante perché,
come dimostreremo tra poco, |fy(zo)| = & e quindi

[f5(20) > If'(20)] = fo #0

Ifo(zo)l = o perché se fn converge quasi uniformemente a fo, come conseguenza della
formula di Cauchy, anche f/ converge quasi uniformemente a fj.

E sufficiente mostrare che fy ¢ suriettiva, cosi da ottenere la funzione biiettiva e olomorfa,
e di conseguenza biolomorfa, cercata. Supponiamo per assurdo che fo non sia suriettiva,
mostriamo che questo ci permette di costruire una mappa h € F tale che |h/(zg)| > «
contro la massimalita di «. Indichiamo con g la generica mappa di Moebius

z—p
1—pz

©p: B(0;1) — B(0; 1),z —

Sia vy € B(0; 1) tale che v & fo(Q), componiamo fp con ¢, cosi da avere

0 & @y ofo(Q).

Dal teorema di monodromia sugli aperti semplicemente connessi che escludono l'origine,
si riesce a definire un ramo della radice. Sia quindi s(z) = z? e componiamo @+ o fo con
s~! chiamando la funzione ottenuta g. Componiamo infine con Pg(z0)> abbiamo quindi

h = @g(z) os 'o @ o fo.

Ora h € F come immediata conseguenza della sua definizione. Mostriamo che [h/(zo)| > «.
Per costruzione

Tosogyl, ohlz),

h(z) = @g(zo) 08 0@y ofo(z) = folz) =@,
G

da cui, dal momento che h(zqy) = 0,
0= fo(Zo) =Go h(Zo) - F(O) =0.

Inoltre G porta B(0;1) in sé, quindi, per il lemma di Schwarz, |G’(0)] < 1. D’altronde G
non ¢ una rotazione, quindi |G’(0)| # 1. Infine, per la regola della catena,

Ifo(z0)l =1G"(0)lIh'(z0)l = [h'(z0)l > If§(z0)l,

che ¢ assurdo.

Mostriamo l'unicita. Siano f,g: Q — B(0;1) due mappe biiettive e biolomorfe che sod-
disfano la condizione di zp. Dimostriamo che f = g. Sappiamo che tali mappe sono
invertibili. Consideriamo g~' e definiamo

h(z): B(0;1) — B(0;1),z+—— fo 9’1 (z).

h é ancora biiettiva e biolomorfa, quindi h € Aut (B(O; 1 )) Inoltre h(0) = 0, quindi dalla
caratterizzazione degli automorfismi del disco e dal lemma di Schwarz, segue

h(z) = e' Pz
Ora g’,f' € R", da cui

'(z0)

et =(0) = g1 (97)"(0) = 7

ERT = 9=0 = h(z) =2z

Quindi
fog'(z) =z < f(z) =g(z2),Vze Q.
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Osservazione. E sempre possibile imporre la condizione di unicita. Infatti trovata f
¢ sufficiente comporla prima con "automorfismo del disco che manda f(zq) in O:

—f
e 72 (ZO)

e infine comporre con la rotazione

dove g é f composto con I’automorfismo.

.

Osservazione. L’ipotesi di Q # C ¢é necessaria in quanto, per il teorema di Liouville,
una mappa olomorfa f: C — B(0;1) ¢ costante.

J

‘g Teorema 9.5 — di Picard \

Sia f: C — C una funzione intera. Se f evita almeno due valori, cioé

f(C) € C\{z1,22},

allora f é costante.

J

Dimostrazione. Sia f una funzione intera che evita z1,z;. Non € restrittivo pensare z; = 0
e z; = 1, & infatti sufficiente applicare una rotodilatazione adeguata.

Se dimostriamo che B(0;1) ¢ il ricoprimento universale di C \ {0, 1}, per un teorema di
Topologia sui sollevamenti, troviamo una mappa olomorfa g che fa commutare il seguente
diagramma

B(0; 1)
/ ln
c T c\{o,1)

Per Liouville g risultera costante e pertanto lo sarebbe anche f =mo g.

Mostriamo che B(0;1) copre C \ {0,1}. Chiamo S* i semipiani inferiore e superiore.

Prendiamo un triangolo equilatero su B(0; 1) e denotiamo 'insieme dei punti che contiene
con Dy. Per la mappa di Riemann, trovo

@:Dg — ST

continua fino al bordo e tale che

IN

s 27 7

(p(]):()’ (p(elT):L (P(eiT):OO-

Siano a,b,c i tre archi che delimitano Dy. Sia R l'inversione circolare rispetto ad a in
B(0;1). Tramite R la circonferenza unitaria & portata in una circonferenza ortogonale ad

a che passa per 1 e et ZTW, che ¢ pertanto ancora B(0;1). Su R(Dg) definiamo
@: R(Dg) — S7,z+— @(Rz).
Per il principio di riflessione di Schwarz la mappa
@: Do UR(Dy) — C

é olomorfa. Iterando per tutti i lati infinite volte si ottiene il ricoprimento. O
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Notazione. Spesso si fa riferimento a questo teorema come al piccolo teorema di
Picard.

Osservazione. Il teorema non puo essere rifinito ulteriormente, vi sono infatti funzioni
intere che evitano un solo valore ma non sono costanti. Ad esempio e* ha immagine

C\ {0}
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