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1 | LE EQUAZIONI DELLA
MECCANICA E LA
CONSERVAZIONE
DELL'ENERGIA

1.1 EQUAZIONI DI NEWTON

In questo corso studieremo le equazioni del moto classiche nei casi non relativistici. L’e-
spressione alla base dei principali problemi che affronteremo é data dalla seconda legge della
meccanica:

F=ma=mx(t).

Idealmente, vorremmo essere in grado di risolvere un problema costituito da N masse pun-
tiformi in R3. Se indichiamo le masse con mj, ..., my e le coordinate con x;,...,xyn € R3,
dove assumiamo la dipendenza dal tempo x = x(t), otteniamo il sistema

TTI]X] :El (Xl)---)XN’Xh---aXN)t)

mNXN :EN(KDH-)XN)Xb---)XN)t)

Questo problema risulta fin troppo generale. Tipicamente ’espressione della forza sara data
dalla sovrapposizione di una forza esterna, di quelle interne ed eventualmente di un attrito.
Avremo quindi:

Ei(lh- . -)XN)XU- . -)XN»t) :Qi(li»t) + Zfij (Xi _lj) _Yii'
j#L
Osserviamo che per N > 3, anche per espressioni semplici di @ e f, questi sistemi non sono
risolubili, né esplicitamente né qualitativamente.

In questo corso studieremo alcuni casi particolari del problema generale con una struttura
particolarmente semplice (N = 1,2). In questi casi saremo in grado di scrivere la soluzione
in forma esplicita. Introdurremo, inoltre, metodi analitici di trattazione della meccanica; i
quali sono alla base di ulteriori sviluppi che permettono di trattare i casi non risolubili.

Notazione. I casi in cui é possibile esibire una soluzione esplicita si dicono integrabili.

1.2 FORZE CONSERVATIVE E INDIPENDENTI DAL
TEMPO

Nel caso di forze posizionali e indipendenti dal tempo, il problema generale diventa:

mix; =F, (X]»---»&N)

mnXy = Ey (M»---»XN»)
Ricordiamo che una forza si dice conservativa se esiste una funzione scalare

u: RN 5 R,
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detta energia potenziale, tale che

0
7u(l1>---)lN)'

24

Ei(lh---)XN) =

Definizione 1.1 — Sistema di forze conservative

Un sistema di forze F = (E1 Yoo ,EN) si dice conservativo, se tutte le componenti F;
sono conservative.

Da questo momento, allo scopo di alleggerire la notazione, introduciamo le matrici delle
posizioni e delle forze

X4 Fi(xqy..0xN)
R=| : | eR"n=3N F(R) = :

XN Fu (X150 xn)

e quella delle masse

0 m

mN

Con queste notazioni, il problema generale nel caso di forze conservative e indipendenti dal
tempo diventa

MR =F(R) = U(R).

Risulta di particolare interesse fornire delle condizioni per cui la forza E(B) risulti conserva-
tiva.

Teorema 1.2 — Caratterizzazione delle forze conservative

Una forza E(R) é conservativa se e soltanto se il lavoro di F lungo una qualsiasi
curva y(t) dipende solo dagli estremi.

|  Dimostrazione. Vedi AM220 (Caratterizzazione delle forme esatte, p. 75). |

Osservazione. Equivalentemente F risulta conservativa se e solo se il lavoro di F lungo
una qualsiasi curva chiusa ¢ nullo.

Questa caratterizzazione, pur fornendo una condizione necessaria e sufficiente, non ¢é prati-
ca per valutare se F sia effettivamente conservativo. Un metodo alternativo sfrutta la teoria
delle forme differenziali esatte e in particolare il Lemma di Poincaré. Si dimostra infatti che
I'integrale di linea di F+dR dipende solo dagli estremi se e soltanto se F -« dR é esatta, da
cui segue che F+dR & chiusa. Per un teorema di AM220 (Lemma di Poincare, p. T7), se il
dominio é semplicemente connesso, allora

F-dR ¢é esatta <= F-dR & chiusa.

Cio significa che, nel caso di un dominio semplicemente connesso, F & conservativo se e

soltanto se
oF; oF;

_ 95 ..
aRj (B) - dR; (B)) Vl,] E{],...,N}.
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Esempio (Oscillatore armonico). Prendiamo x € R? e consideriamo un oscillatore
armonico, governato dalla legge
mx=—kx.

L’espressione della forza é quindi dato da E()_c) = —kx. Il dominio & semplicemente
connesso, quindi possiamo dimostrare che F é conservativa verificando che é chiusa:

F F;
0 = —kéi,j = L

an B aXi ’

Quindi F & conservativa. In questo caso I'espressione di U é semplice da ottenere ed
é data da

U(x) = %k)_cz — —%U(z) =—kx.

Esempio (Forza gravitazionale). Prendiamo x € R?® e consideriamo l'espressione
della forza gravitazionale:

GMm_ = GMm Xi

Fx)=——F5—%x=— — Fh=-GMm —
F) Kz xP : Ha™E

[Ead

Verifichiamo che F sia chiusa:

W GMm (xi ) i (61,]-|z|3—xiaxj|z|3>

oxj; ™o \in? [x/®
51 i 3Xi a|X|
=—GM ) ——= ).
" <|>_<|3 X o,
Ora
x| O/ +x3+x3 2x; X .
X X 2 /33 +x3+x% &
Da cui oF 5 3 oF
i:_GM iLj  9XiXj _ U5
0x; TA\RE T P oxi
Quindi F é conservativo.
Esempio (Forza non conservativa). Prendiamo x € R? \ {0} con x = (x,y) e

consideriamo la seguente forza:

5 = (k).
Ty?

Osserviamo che tale forza risulta chiusa, infatti:

oF, 0 y x? —y?
=== | S5 | =R
dy oy \x? +y? (x* +y?)?

Wy _ 0 x \_  xX-y
ox ox \x2+y?) T (x2+y?)?’

D’altronde, non essendo R? \ {0} semplicemente connesso, cid non implica che F sia
conservativa. Mostriamo che non lo ¢ esibendo una curva chiusa su cui otteniamo un

7

%

1®

[®
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integrale non nullo di F. Consideriamo la seguente curva non riducibile:

) 2 cost
v(t): [0,2n1] — Rt +—> <sint) .

27 /& sint —sint 2
. alt = (o sin? t + « cos? t) dt
x cost cost 0

27
:aJ dt =a2m #0.

CONSERVAZIONE DELL'ENERGIA MECCANICA

1.3

Definiamo !’energia meccanica H come la somma delle energie cinetiche e di quella

potenziale:

N
Z my &2+ U(xq, .0 xn)-

Osservazione. In forma sintetica avremo

R-(MR) +U(R).

.

-
C Teorema 1.4 — Conservazione energia meccanica )

L’energia meccanica H é una grandezza conservata per il sistema di equazioni M R =

NI —

H(R,R) =

—drU(R), ovvero
4
dt

per ogni R(t) soluzione del sistema.

H(R(t),R(t)) =0

N\

Dimostrazione. Supponiamo che R(t) sia soluzione del sistema e mostriamo esplicitamen-
te che la derivata totale di H ¢ nulla.
iHmmmmy:iHmmRmyﬂm+iﬂmmkmme
dt Y ) ) S
Ora, per definizione di energia meccanica,

OoH ou .
- = —_— = MR.
R R ° R T

M é una matrice 1 R
simmetrica t =
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in quanto R(t) ¢ per ipotesi soluzione del sistema e si ha pertanto

Mi() = S U(R(). o

Notazione. Diremo anche che H ¢ un integrale primo del nostro sistema, ovvero
una funzione differenziabile con continuita che resta costante lungo le soluzioni del
problema.

Osservazione. Se in un sistema vi sono un numero sufficiente di integrali primi, spesso
& possibile risolvere esplicitamente il problema.

Concludiamo il capitolo con alcuni esempi banali ma comunque importanti. Per semplicita
di notazione, adotteremo il seguente simbolismo per i dati iniziali:

Ry==R(0) e  V,:=R(0).

Esempio (Moto rettilineo uniforme). In assenza di forze il sistema &
MR = 0.
In tal caso la soluzione é chiaramente

R(t) =Ry + Vot.

Esempio (Moto accelerato uniforme). Consideriamo un sistema in cui la forza Fy ¢
costante e indipendente da R: )
MR = F,.

Anche in questo caso la soluzione si ottiene banalmente

1
R(t) =Ry + Vot + 5 M~ TE 2

Esempio (Oscillatore armonico). Consideriamo ’equazione dell’oscillatore armonico
MR = —kR.

Le varie equazioni sono indipendenti dalle altre, per semplicitd possiamo quindi
considerare una singola componente:

k

ki)

Miiﬁi = —kRi — Rl = — Ri = —w%Ri,

che é una equazione differenziale di facile risoluzione. Esplicitamente

Ri(t)

Wi

Ri(t) = Ri(0) cos(w;it) + sin(w;jt).
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Salvo precisazioni ulteriori, faremo riferimento a

. d
MR=——U(R
R—— U )
come al sistema o al sistema (*).
21 INTRODUZIONE
In generale, quando diciamo che MR = —a—aRU(E) ¢ non risolubile, intendiamo che non

lo & per dati iniziali generici. D’altronde & quasi sempre possibile identificare dati iniziali
"speciali" che ci permettono di esplicitare una soluzione. In questi casi é inoltre possibile
eseguire un’analisi qualitativa del problema negli intorni di tali punti.

Definizione 2.1 — Punto di equilibrio

Definiamo punto di equilibrio del sistema (x) un punto R, tale che

ovvero un punto critico del potenziale.

Osservazione. Spesso, la nozione di punto di equilibrio viene discusso per un sistema
del tipo
x = G(x).
Xeq € un punto di equilibrio se Q(&eq) =0.
Le equazioni di Newton sono un caso particolare di tale sistema, infatti le equazioni

In tal caso si dice che x

R=V

MR =F(R,R) <= {\'/ ~ M TER,V)

possono essere viste attraverso x = G (5) ponendo
= R
= WV

Esempio. Un caso particolare ¢ quello in cui, posto un punto di equilibrio R.g, si
hanno i seguenti dati iniziali:

R(0) =R e  R(0)=0.

LS Deq

In tal caso si ha che R(t) = R.4 ¢ soluzione di (x).

\. J

Un approccio naturale, che andremo ad analizzare in questo capitolo, & quello di studiare il
comportamento nel sistema, se scegliamo un punto vicino a quello di equilibrio come punto



2.1 INTRODUZIONE |

iniziale. In particolare osserveremo che tale comportamento definisce punti di equilibrio
"stabili" o "instabili"; a seconda di quanto dati iniziali vicini a R, rimangono vicini ad esso.

Definizione 2.2 — Stabilita secondo Ljapunov

Un punto di equilibrio R, si dice stabile, nel senso di Ljapunov, se per ogni ¢ > 0
esiste un & = 8§, > 0 tale che, se

V/IRo — Reql? + 3IVl2 < 5,

allora

\/IB(t) — R+ TgIV(H)2 <e, V>0

Notazione. La quantita t¢ si definisce unita temporale e serve ad aggiustare le unita
di misura.

Osservazione. Viceversa R4 si dice instabile se non ¢ stabile, cio¢ se esiste un € > 0
tale che per ogni 6 > 0 esistono Ry, Vy e t1 > 0 con

VRo — Reg 2 + TRVl < 5,

tali che

VIR(t) = Regl2 + TV (112 > €.

\. J

C Teorema 2.3 — di Dirichlet

Sia R.q un punto di minimo locale stretto per U(R). Allora R, ¢ stabile.

- J

é stabile, dobbiamo mostrare che per dati iniziali

Dimostrazione. Per dimostrare che R,

sufficientemente vicini a (Be 9 Q), i valori (R, R) continuano a restarvi vicini nel tempo.

Consideriamo la seguente funzione
W(R,R) = %R- MR+ U(R) — U(R.q)

osservando che W(Req, Q) = 0. Dal momento che, per ipotesi, R.q un minimo stretto di
U, sul bordo di un intorno di (Be q Q), la quantitd W sara sempre positiva. Formalmente,

definito
I = { (RR): \/[R—Req +13IR2 <& }

avremo che, per ogni ¢ > 0 sufficientemente piccolo,

E.:= min W(B,B) >0
(R,R)€0I;

Inoltre W(R, R) — 0 per (B, R) — (Beq, Q); in particolare esistera un §. tale che

. E
max W(B, B) < ==,
(R,R)ETs, 2
Quindi, dati iniziali in Is,, generano moti tali che
) E )
W(R(t),R(t) < 5 se (R(t),R(t) € L5, V t > 0.

2
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Cio significa che (R, R) non puo raggiungere 0l su cui W > E. e resteranno pertanto
vicini al punto di equilibrio. a

Osservazione. Ricordiamo che se R.q un punto critico per U(R) e consideriamo la
matrice Hessiana in R
aZ
Ho).. =
(Ho)sy IR OR;

U(Req),
abbiamo le seguenti possibilita:

e Se Ho ¢ definita strettamente positiva, allora R, ¢ un minimo locale stretto di
u.

e Se Ho ¢ definita strettamente negativa, allora R, ¢ un massimo locale stretto
di U.

» Se Ho ha autovalori positivi e negativi, allora R, € un punto di sella di U.

Notazione. Con punto di sella non degenere, intendiamo che vi ¢ un autovalore
negativo dell’Hessiano di U in R, .

Proposizione 2.4 — Condizione di instabilita

Sia R.q un punto di massimo locale o di sella non degenere per U(B). Allora R, €
instabile.

Dimostrazione. Per semplicita discuteremo la dimostrazione per moti in una dimensione.
L’equazione del moto a cui faremo riferimento sara pertanto

mx =—-U'(x).
Supponiamo che X4 sia un massimo stretto non degenere, ovvero tale che
U (xeq) =0 e U (xeq) <O.
Sfruttando queste proprieta, sviluppiamo —U’(x) in serie di Taylor attorno a xeq:
—U'(x) = =W (xeq) = U (Xeq) (X = Xeq) + R(X, Xeq) = —U"(xeq) (X = Xeq) + R(X, Xeq),

dove R(x,Xeq) € O((x — xeq)z). In particolare U”(xeq) € una costante negativa,

scriviamola come
_ m
U"(xeq) = —m'to2 contyg=,/—.
_u,/(xeq)

Sostituendo nell’equazione del moto otteniamo

. R
X —Xeq) + R(X,Xeq) = x:ng(x—xeq)+M. (1)

%
m

mX =mT,
Trascurando il resto, otteniamo 1’equazione linearizzata
. _2
X=1,"(x— Xeq))

la cui soluzione generale €

X(t) —Xeq = aet/™ + be /0,
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Imponendo i dati iniziali x(0) = xo e x(0) = vy, otteniamo

X0 —Xeq=0a+Db N a = 35(xo —Xeq + Tovo)
Tovo=a—D>b b=

(X0 — Xeq — ToVo)

N[= N[=

Quindi

1
X(t) —Xeq = 5 (X0 —Xeq + ToVo) et/To 4 E(XO — Xeq — ToVo) e t/To,

2
Per dimostrare che x.q ¢ un punto instabile, vogliamo mostrare che esistono dati iniziali
arbitrariamente vicini a (Xeq,0) che fuoriescono, in un tempo finito, da un intorno

155 = { (X)X) : \/lx_xeqlz +T%|X|2 < 65 }

Scegliamo i dati iniziali (xeq + 6’,0) con & > 0. Sulla base della soluzione generale
ricavata prima, definiamo la seguente funzione

g(t) :=x(t) — Xeq +
Scriviamo la sua derivata e stimiamola in termini di g per riportarci ad una disequazione

differenziale:

Do) = 1) + —2x(t) L x(0) + —2

dt 1—¢ VvV1—¢
Possiamo stimare il resto con il termine di ordine inferiore:

[R(x, Xeq)|
m

R(x, Xeq ))

<T02(Xxeq) + -

Ve>0308::[x —Xeql <0 = <8152|x—xeq|.

Quindi, fintanto che |x —Xeq| < 8¢ e ricordando che x — x4 > 0, otteniamo che

d . T0 1—¢ V1—e

To .
il > R SV — _ v
a9 23T = e xea) = <X Xeq+mx)’
ovvero
d T—e
“g(t) > t).
o> Y g

Il lemma di Gronwall afferma che se esiste g che soddisfa tale disequazione differenziale,
allora tale soluzione viene limitata dal basso dalla soluzione dell’equazione differenzia-
le associata. Per trovare quest’ultima ricordiamo che g é positiva dall’istante iniziale,
pertanto possiamo dividere per g e risolvere per separazione di variabili:

rn . V1 —¢ g'(t) V1-—e d V-
o' ="—9t) = 5 ="0 = g (9(v) = -
= In(g(t)) = ]To_etﬂ—ln(go)
Vi

= ¢(t) = goe "o

Da cui, applicando il lemma,
tVv1—e

g(t) > goe o

Da questa stima, ricordando la definizione di g e la banale disuguaglianza v/2v/a2 + b2 >
a + b, otteniamo

2 T, . tv1—¢
Vi 8\/Ivc(t) —Xeql? + T > X(t) — Xeq + \/%jxm =g(t) > goe o,

che é certamente maggiore di ¢ per t sufficientemente grande. O

13
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2.2 SISTEMI CON ATTRITO

Vorremmo ora considerare 'effetto dell’attrito sulla stabilita dei punti di equilibrio. L’equa-
zione a cui facciamo riferimento in questo caso €

.. ou .
MR=—72(R) —7R (%)

In particolare si dimostra che i punti di massimo o di sella non degeneri rimangono instabili
come nel caso senza attrito; viceversa, i punti di minimo stretto non degeneri diventano
asintoticamente stabili.

Definizione 2.5 — Punti asintoticamente stabili .

Un punto di equilibrio R,, per un sistema dotato di attrito (%x), si dice
asintoticamente stabile se & stabile ed esiste & per cui, dati iniziali in

Is = { (R,R): \/|E*Beq‘2+T(2)|R|Z < 6},

generano moti tali che

(R(t),R(1)) — (Req,0)

\. J

per t — +oo.

C Teorema 2.6 — di Dirichlet per sistemi con attrito

Sia Req un punto di minimo locale stretto non degenere per U. Allora R,y é un
punto di equilibrio asintoticamente stabile per

B ou .

MBI——(B)—YB con y > 0.
oR

Dimostrazione. Nuovamente per semplicita, discuteremo la dimostrazione per moti in

una dimensione. L’equazione a cui faremo riferimento sara pertanto

mx =-U'(x) —yx.
Supponiamo che X¢q sia un minimo stretto non degenere, per cui
U (xeq) =0 e U (xeq) > 0.

U”(xeq) € una costante positiva, quindi, analogamente alla dimostrazione precedente,

definiamo

U (x
U”(Xeq) = wdm  con wp = M.
m

Sviluppando U’(x) con Taylor e sostituendo nell’equazione generale otteniamo

. . . . R(x,x
mx = —U"(xXeq)(x = Xeq) + R(x,Xeq) =YX = X:—W%(X—Xeq)_%x-i- %'

Da cui otteniamo 1’equazione linearizzata

X-I—n*lx'i‘w%(x_xeq)zoa

che corrisponde all’equazione dell’oscillatore armonico smorzato.

Risolvendo esplicitamente 1’equazione e stimandola in maniera opportuna, possiamo co-
struire una funzione che ci dia la tesi nel caso generale come per la proposizione sulla
condizione di instabilita m|
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2.3 PICCOLE OSCILLAZIONI

Torniamo nel caso conservativo privo di attrito e andiamo a studiare con attenzione il caso
del moto vicino ad un punto di equilibrio stabile.

Abbiamo dimostrato che Req ¢ un punto di equilibrio stabile se ¢ un minimo stretto
non degenere per U. Sviluppando U nella sua serie di Taylor attorno a Req € sostituendo
nell’equazione del moto, otteniamo

MB = — ﬁ(geq) _HO(B_Beq) +Q(R’Bﬂ1)’
7*0

dove C (E, Beq) é il resto di Taylor del secondo ordine.

~ )

Osservazione. Per definizione, R, q ¢ non degenere se la matrice Hessiana Ho ¢ definita
positiva, ovvero se il minimo autovalore Ay, di Ho € strettamente positivo. Una
definizione analoga é la seguente:

Ho > AmmnId  ovvero w-Holt > Ammlul?.

\. J

Per Dirichlet, dati iniziali vicini a R, stabile generano un moto che vi rimane vicino; cio
vuol dire che il resto di Taylor potra sempre essere stimato tramite I’elemento del primo
ordine a meno di un e. Infatti

IC(R,Reg)l S KR =R y* < € AminR — Rel

fintanto che |[R — Reql ¢ abbastanza piccolo. D’altronde nel caso di R.q stabile, IR — Req\ é
piccolo ad ogni istante t > 0. Quindi 'equazione linearizzata

MR =—Ho(R—R.,), (%)

é vicina all’equazione iniziale in ogni istante t > 0.
Cerchiamo ora di risolvere ’equazione linearizzata. Definiamo

X =M:?(R=Re),
dove M? ¢ la matrice diagonale con elementi +/M;;. Ora. sfruttando la (%),
X=MIR=-MIM "Ho(R—Req) = M 2Ho(R—R.q)
= —(M"ZHoM™2)M? (R — R,
= —HX,

dove H = M*%Ho M~Z & simmetrica e definita strettamente positiva. Da cui

MR =—Ho(R—Rq) = M*X=—HoM X,

Osservazione. Ingenuamente si potrebbe tentare di lavorare direttamente su
R=-M"Ho(R—R,,).

Ma, in generale, la matrice M~"Hg non é simmetrica.

H, in quanto simmetrica e definita strettamente positiva, & diagonalizzabile. Pertanto esiste
una base ortonormale vq,...,v, di H, tale che

— 2
Hv; = wiv; con wy # 0,

dove gli w% sono gli autovalori associati; questa notazione serve a sottolinearne la positivita.

15
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Definizione 2.7 — Frequenze normali

Sia R4 un punto di equilibrio stabile per il sistema. Si definiscono frequenza normale
delle piccole oscillazioni, gli autovalori wiz associati alla matrice

H=M 2zHM =.

2

Notazione. Gli autovalori ws

caratteristiche.

prendono anche il nome di frequenze proprie o

Esprimendo i valori di X tramite la base diagonalizzante per H, avremo
X(t) =y1(thvy +... +yn(thvy,
dove
Ui (t) = —wiyi(t).
Risolvendo questa equazione differenziale si ottiene

yi(t) =yi(0) cos(w;t) + sin(wit) = aj cos(wit + @i).

Wi
Riportandoci in forma vettoriale:
X(t) = ajcos(wit+ @1) vy + ...+ an cos(wnt + @n) vy,

da cui, ricordando la definizione di X, otteniamo infine

R(t) =Req + Mf%X(t) = Req +ai cos(wit+ 1) Mf%m + ...+ ancos(wnt+ @n) M 2y

Yn

7

Osservazione. Per calcolare gli autovalori di H, dobbiamo trovare le radici del suo
polinomio caratteristico. Alternativamente possiamo ridurci ad Ho:

det(H—ATd) = det(M~2HoM ™2 — A1d) = det [M~2 (Ho —AM)M 2]

= det(M~2) det(Ho —AM) det(M~2) = det(Ho — A M).

det M

In particolare, dal momento che det M # 0, avremo

det(H—AId) =0 <= det(Hp —AM) =0.

Osservazione. Anche per D'espressione dell’azione degli autovettori di H possiamo
ricondurci ad Hyp, infatti:

_1 _1
Hy, = w?y; <= M ZHoM 2y, = w?y; <= How; = w?Mu,

_1
dove u; = M~ 2y;.
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2.4 ESERCIZI

Esercizio 2.1 (Esercitazione 08/03). Considerare il moto di un punto materiale, di
massa M = 1, soggetto ad un potenziale

x4 x2

U(X) :Z‘FCX?

1. Trovare, al variare di o« € R\ {0}, i punti di equilibrio del sistema e studiarne la
stabilita.

2. Nei casi in cui xeq ¢ stabile, trovare ’equazione linearizzata associata e la
frequenza normale delle piccole oscillazioni.

Soluzione. Per definizione un punto xeq € di equilibrio se U’(xeq) = 0. Ora
U(x) =x3+ax =x(x*+ a).
Quindi

u/(x)_0<:>{x=0 se o0 >0

x=0Vx==xy—ax sea<O.

Per cui i punti di equilibrio saranno x; = 0 se &« > 0, oppure x2 = 0,x3,4 = £v/—x se x < 0.

Valutiamone la stabilita:
u”(x) = 3x? + «,

quindi

U’ (x1)=a>0 se o > 0;
U (x)=a<0 se o < 0;
U”(x3,4) = -3+ a=—-2a>0 se o < 0.

Applicando il teorema di Dirichlet, avremo che x1,%3,4 sono punti di minimo e pertanto
stabili per il sistema; mentre x, € un punto di massimo e quindi instabile per il sistema.
In generale sappiamo che I'equazione linearizzata associata ad un punto di equilibrio &
data da
M% = —Ho(x —Xeq)-

Nel caso monodimensionale, Hy ¢ semplicemente U” (xeq). Quindi per il caso & > 0 avremo

17
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Analisi qualitativa del moto



SISTEMI CONSERVATIVI
UNIDIMENSIONALI

L’equazione generale del moto, in un sistema conservativo unidimensionale, ¢ data da

mx(t) = —U'(x(t)).

Osservazione. Come al solito, quando si studia un sistema conservativo, ¢ naturale
domandarsi quando, in presenza di un’equazione di forze posizionali

mx = F(x),
sia lecito scrivere F(x) = —U’(x).

Nel caso monodimensionale, ogni forza posizionale € conservativa in quanto continua.
Infatti per il Teorema Fondamentale del Calcolo si ha

U(x) =— J: F(t) dt.

3.1 PENDOLO MATEMATICO

In questo paragrafo discuteremo il modello del pendolo matematico. Osserveremo in partico-
lare come partendo da un sistema bidimensionale non conservativo e restringendoci all’unica
direzione non banale, otterremo un’equazione conservativa unidimensionale.

Il modello é costituito da una massa puntiforme m, collegata attraverso un filo inestensibile

di lunghezza 1 al punto di sospensione. Il moto di m sara pertanto un moto circolare di raggio
L. L’equazione del moto sara pertanto

dove g é I'accelerazione di gravita rivolta verso il basso e T ¢ la tensione del filo. In particolare,
se definiamo con ¥ I’angolo che viene individuato dalla massa con la normale al punto di
sospensione, avremo

sind 0 —sind
le(—cosf})’ 92(—9)’ T:T(COSS)'
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Definiamo le componenti radiali €, e tangenziali é; del punto materiale:

o>
3
|
N\
| o
3 B
2
(v2)
N———
@D
o>
A\
Il

cos v
sin®

Proiettiamo il moto lungo queste componenti, le quali costituiscono chiaramente una base
ortonormale. Per il vettore posizione avremo

sind . . < [cosd S
x=1 (cosf)) =lé, — x=19 (sinﬁ) =19éy,

da cui

—sind

. h s - L ia 1424
x=19¢é; +19 (cos{})_lﬂet 19°e,.

La tensione si proietta direttamente, infatti

—sind A
T=T ( 050 ) =-Te,.

Resta infine da scrivere g nella nuova base, per farlo proiettiamo direttamente tramite
pordotto scalare:

.A_O_sinﬁ_ 9 _A_O.cosﬁ__.ﬂ.
9 &= —g —cos9) T 9B € g€t = —g ging ) = 9 SmY

da cui
g=gcosdeé, —gsindey.
Sostituendo nell’equazione del moto otteniamo
mx=mg+1 < mlde, —mldZe, = mgcosdé, —mgsinde, —Té,,
che puo essere espresso tramite il sistema
mld=—m g sind
{—mlSZ =mgcosd—T

La seconda ci dice immediatamente che la tensione dipende dalla velocita angolare, pertanto
non €& posizionale e tantomeno conservativa.

mld =—mg sind.

Equazione del pendolo matematico

Notazione. Alternativamente possiamo scrivere ’equazione del pendolo matematico
come

5 g . _ 5 .

¥ = -1 sin® = —w~* sin Y.

Osserviamo che ha senso identificare g/l come una frequenza al quadrato in quanto
ha le dimensioni del reciproco di un tempo al quadrato, infatti

3=z g=m



3.1 PENDOLO MATEMATICO \

Cerchiamo di esprimere quest’ultima equazione attraverso un "potenziale", come avviene per
le equazioni del moto conservative:

¥ =—w?sind = _wz%“ — cosd) = —u'(9),

dove u(®) = w?(1 — cosd). Possiamo quindi scrivere I’energia del sistema, che in quanto
conservativa sara costante: .

192
5 +u(d) = cost.

Possiamo ricondurci alle dimensioni di un’energia moltiplicando ambo i membri per m12,
ottenendo

42
mlz% +ml?u(®d) =E,

da cui

Equazione dell'energia del sistema

3.1.1 PIANO DELLE FASI

L’equazione del pendolo ci dice che il moto di 9(t) a energia E, si svolge sulla curva di livello

di equazione
. E

Per visualizzare meglio la struttura delle soluzioni, possiamo considerare il piano (9, 19) detto
piano delle fasi. Nel nostro caso esso corrisponde all’insieme delle curve di livello Tg

a2
Y ==& }

2 T ml2?

e = { (SH())

al variare della costante E.

Osservazione. Il procedimento che applicheremo a questo scopo, é in generale
applicabile per ottenere il grafico qualitativo di altri piani di fasi.

Dal momento che ¥ é una variabile angolare, possiamo restringerci ad un dominio di ampiezza
27 come [—7t, 71].

[ Osservazione. Analogamente potremmo dire che w(9d) é periodica con T = 27t ]

Per prima cosa facciamo un grafico qualitativo di u(®) = w?(1 — cosd):

21
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Come si evince anche dal grafico, w(d) ha un punto di equilibrio stabile in 0 e due punti di
equilibrio instabili in +7t. Dobbiamo valutare tre casi al variare di —=+, che chiameremo

mlz 9
rispettivamente sottocritico, critico e sovracritico.
Per 0 < ﬁ < 2w?, che ¢ il caso disegnato nel grafico precedente, avremo che la porzione
di grafico rilevante per la curva di livello, sarad compresa fra 9_ e 9. In particolare avremo

E
¥, = arccos (1 — mlzwz> e ¥ =-—9,.

In particolare il grafico del radicando di () e la conseguente curva di livello saranno,

Come possiamo vedere il raccordo nella curva di livello ¢é liscio, questo poiché, non essendo
punti critici di u, la derivata del radicando in 9_ e ¥ ¢ diversa da zero.

Osservazione. In realta il raccordo non ¢é solo continuo ma addirittura C*. Questo
poiché D’espressione si ottiene come soluzione di un problema di Cauchy i cui dati
sono C* e la cui soluzione ¢ pertanto parametrizzata come punti C*.

Questa sorta di ellisse si espande all’aumentare di E fino al raggiungimento del caso critico,

in cui mE12 = 2w?. In questo caso (%) assume la forma

d= j:\/Z(ZwZ —w? 4+ wlcosd) = j:\/ZwZ(l + cos9).

In questo caso i grafici diventano

2w?(1 + cosd) 9
9 | PO
> e ! o
— T —, T

Osserviamo che in questo caso non vi é raccordo negli zeri. Questo poiché il termine
dominante nell’espansione di taylor di 2w?(1 + cos®d) negli zeri +m, &

w? (9 Fm)?,

pertanto, passando alla radice nella curva di livello, il termine dominante ¢ lineare e il
raccordo non sara pertanto lisce.

Osservazione. Questo mancato raccordo non nega l'osservazione precedente sul rac-
cordo C*®. Questa situazione vi si configura osservando che, in questo caso, il mo-
to si compie unicamente nel semipiano superiore o in quello inferiore, senza mai
attraversare ’asse 9.
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Discutiamo infine il caso sovracritico in cui mElz > 2w?. In tal caso i grafici qualitativi
saranno
2 (=55 —u®) 9
******************** -P----- ! LD
e ! -

] G
. E n E
| |
| |
| |

Possiamo infine riepilogare I’'andamento qualitativo del moto sul piano delle fasi

-

Yoo

W/

dove il verso delle curve ¢ dato dal segno di 9. Esso é infatti positivo quando la velocita
angolare si trova nel semipiano superiore e, viceversa, negativo quando € in quello inferiore.

3.1.2 SOLUZIONI ANALITICHE

Discutiamo adesso le soluzioni analitiche, anche dette soluzioni per quadrature. Cominciamo
con il caso sottocritico, che ricordiamo essere quello in cui

E 2
O<ﬁ<2w.

Scegliamo un istante iniziale tp in cui ¥(to) > 0. Per tg < t < t7, dove t; ¢ un istante ancora
da determinare in cui ¥(t;) =94, avremo

19—+\/2 (niz—u(ﬁ))

Per separazione di variabili e integrando fra ty e t otteniamo

J'ﬁ(t) ds -
= t—=1o

- /2 (5 —ul®)

m12

FO((1) =

Quest’ultima ¢ la soluzione per quadratura valida per ogni t € [to,t;]. Da cio possiamo
anche ottenere un’espressione per t;:

D4
9t) =0, — t :t0+L . Ed{) -
- £ —u



24

| SISTEMI CONSERVATIVI UNIDIMENSIONALI

Osserviamo inoltre che F(8) ¢ invertibile, in particolare da F(S(t)) =t — to otteniamo

) =F ' (t—to).

Soluzione analitica nel caso sottocritico

Osservazione. F(3_) =0 e F(9) é monotona strettamente crescente per 9_ <9 <94,
pertanto é invertibile.

Osservando il piano delle fasi, ci aspettiamo che t; sia finito per il caso sottocritico, ovvero
che

Jﬁ+ d9
< 400.

O /2 (=55 —u(®))

m12

Dobbiamo pertanto studiare ’andamento del denominatore. Se ¥ é sufficientemente vicino
a 9_, avremo

E
— —u®) =c@®—9_)+0((0—9_)*) ~c(®—9_).
ml
Da cui
J§+£ d9 J8+£ do .
~ —_——— Q.
. 2(ZE —u@) o c(¥—-9)
E analogamente si mostra
Jﬁ+ ad
< +o00.
P2 (R —ul®)

Ripetiamo il procedimento per istanti t in cui § < 0, ovvero per t; < t < ta, dove t; &
un’istante ancora da determinare in cui 9(t;) = 9_. In questo caso avremo

S—¢2Qfﬁ—uwo.

Nuovamente per separazione di variabili e integrando fra t; e t otteniamo

9
+ dd
G(ﬁ(t)):J =t—tj.
20 4/2 (55 —ul®))
Osserviamo che
O+ ad
G(d(Y) = ) F(d(1)),
-2 (R —u®)
inoltre anche G é invertibile, per cui
B+ dd
GOMr) =t—t <:>19(t):G‘(t—t1):F‘<J +t1—t>.
o) /2 (5 —u(9))
Calcolando t,, possiamo infine determinare il periodo del moto:
B+ dd B+ dd
try =t + J = T= ZJ .
o 2 (TrLEI2 - u({))) o 2 (mE12 - u(ﬁ))
L’intero procedimento puo essere ripetuto per il caso sovracritico in cui mElz > 2w?. Sia

to listante in cui ¥(tg) = —7. Se 9 > 0 avremo

: E
19—+\/2 (mlz—u({))).
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Preso t > ty e integrando per separazione di variabile fra questi due istanti otteniamo

o dd
f((t)) :LT YE— =t—to.

m12

Anche in questo caso f ¢ monotona strettamente crescente e pertanto invertibile, da cui

) ="t —to).

Soluzione analitica nel caso sovracritico

Osserviamo che in questo caso, come ci aspettiamo dal grafico, f € monotona crescente per
ogni t € R. Quindi l'inversa ¢ globale. Il caso ¥ < 0 si descrive in modo del tutto analogo.
Discutiamo infine il caso critico in cui mElz =2w?. In questo caso saremo in grado di
fornire una soluzione esplicita. Scegliamo la determinazione positiva 9 > 0 e I'istante iniziale
to = 0 per cui

=0 e  H0) =2w.
La curva di livello sara data da
¥ = +1/202(1 4 cos®) = V2wV + cosd,

1+cosd 29
2

ricordando che = cos” 3, otteniamo

. 9
¥ =2w cos 5,

dove la radice é certamente positiva in quanto

3
—m<I< T — cos§>0.

Procediamo integrando fra 0 e t per separazione di variabili:

B (t) B (t)/2 D(t)/2 g B (t)/2 .
Zwt:J df)‘9 :ZJ dx :2J cow;dx :ZJ d(sn.m;)
0 Ccosy 0 COSX 0 COS~ X 0 1 —sin“ x
sine(zﬂ d sine(zt] -I -I 1+y sin@
2 el ) e
0 T—y 0 T+y T-y -yl
1+sin¥
:ln] 50
—SIHT

Questa soluzione, oltre ad essere esplicita, ¢ facilmente invertibile:

14 sin 20 1+ sin 28 ot o
n%zzwt — Lﬁé):eZwt — ]+Sin():ezwt(]—sin()>
1—SinT 1_SinT 2 ’

ot St 8(t Zwt_‘l
— sin%Jrezthin%:ezwt*] = Sm%:;“’ﬁ
() e®toer et
= sin - = oy = tanh(wt),
da cui

9(t) = 2arcsin (tanh(w t)).

Soluzione analitica nel caso critico

25
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Osservazione. Come ci aspettavamo dal piano delle fasi, nel caso critico si ha

d}t) — £m per t — £oo.

3.2 MOTO UNIDIMENSIONALE GENERICO

In questo paragrafo descriveremo i passaggi effettuati nel caso del pendolo matematico per
un sistema unidimensionale generico.
Consideriamo il moto in una dimensione descritto dall’equazione di Newton

mx = F(x) = —U’(x).

Abbiamo gia osservato come, nel caso unidimensionale, quasi ogni funzione reale ammetta
una primitiva. Pertanto, in ogni caso che ha senso di essere considerato, ’energia meccanica

E:m%JrU(x),

¢ una grandezza conservata. Esplicitando x é possibile ricavare, seppur non sempre in forma

esplicita, I’equazione del moto
2
x =41/ =(E-Ux))
m
Definizione 3.1 — Curva di livello a energia costante .

Consideriamo ’equazione del moto. Fissata l’energia E, definiamo la curva di livello
a energia E come

. X
ZE:{(X,X) m2+U(x):E},
ovvero i punti che soddisfano 1’equazione del moto.

L’analisi qualitativa del moto di una particella sottoposta al potenziale U, si ottiene grafi-
cando il piano delle fasi (x,x). Di seguito descriviamo il procedimento per punti:

1. Graficare U(x).

2. Identificare i punti critici del potenziale U. Ad essi corrispondono i cosiddetti livelli di
energia critic.

3. Disegnare i moti delle separatrici, cioé i moti in corrispondenza dei livelli di energia
critici per massimi o flessi. Il grafico si ottiene da quello di U, é sufficiente considerare
la porzione di piano al di sotto della retta orizzontale alla quota del livello di energia
critico, ma riflesso rispetto a quest’ultima. Nei punti in cui il grafico interseca la retta
bisogna considerare diverse possibilita:

e Se il punto non ¢ instabile, la tangente alla curva sara verticale

e Se il punto & uno zero quadratico (tipicamente un massimo), la curva avra una
singolarita di punto angoloso.

e Se il punto ¢ un flesso, cioé uno zero almeno cubico, la curva avra una tangente
orizzontale.

4. Orientare i rami secondo il segno di x. Di conseguenza quelli del semipiano superiore
si sposteranno verso destra, mentre quelli del semipiano inferiore verso sinistra.

5. Descrivere qualitativamente i moti, e disegnarli, per ogni livello di energia.
6. Se richiesto, ricavare la legge oraria, che in forma implicita ¢ data da

x(t) dx
t—to= J e
Xo Z(E-U(x))
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dove xp & un punto opportuno per il moto (tipicamente il punto di inversione della
velocita o U'infinito). Se non fosse possibile calcolare la legge oraria in forma esplicita,
& sempre possibile fare le seguenti analisi qualitative:

Curve chiuse lisce Si tratta di oscillazioni periodiche limitate. Il cui periodo & dato da

(R [
o 2 E- )

dove x71,%x2 sono i punti di inversione della velocita. L’integrale é singolare per
U(x) = E, ma converge.

Curve aperte lisce Si tratta di moti non periodici e non limitati. Le particelle vengono
dall’infinito e vanno verso il punto di inversione xg. In questo tipo di moti siamo
interessati a capire se le particelle arrivano in tempo finito all’infinito (o ad xo) o
meno. Per stabilirlo, é sufficiente studiare la convergenza di

+o00 dx
too —to = J ——
xo (/Z(E—U(x))
Se l'integrale converge il tempo per raggiungere l'infinito € finito e la soluzione
risultera locale, altrimenti il tempo sara infinito e la soluzione globale. In generale
per verificare la convergenza, é sufficiente controllare se

—U(x) = x2"e.

Sella separatrice Potrebbe sembrare un moto chiuso, ma in questo caso il tempo per
raggiungere la sella ¢ sempre infinito. Da questo deriva che i punti di sella sono
instabili.

Moduli separatori La curva ha una singolarita di punto angoloso (tipicamente nei punti
di massimo). La particella arriva nel punto critico in un tempo infinito.

Punti critici Se la particella parte da un punto critico con velocita nulla, non si spostera
da quel punto.

27



MOTI IN CAMPO CENTRALE

4.1 INTRODUZIONE

Definizione 4.1 — Forza centrale

Una forza F(r): R™ — R™ si dice centrale se ¢ esprimibile attraverso una forza scalare
che dipende solo dalla distanza dall’origine, ovvero

[1=

F(r) =F(l)#  dove t =

=

Definizione 4.2 — Coppia di forze centrali

Consideriamo il sistema composto da due punti nello spazio sottoposti a forze reci-
proche f, e f;;. Le due forze sono una coppia di forze centrali se sono opposte, se
dipendono solo dalla distanza reciproca e se sono orientate come la congiungente delle
particelle. Ovvero

Definizione 4.3 — Forza attrattiva

Una forza centrale F(L) si dice attrattiva in x se

F(x) <o.

Notazione. Se vale
F(x) <0V x,

diremo che F ¢ puramente attrattiva.

Definizione 4.4 — Forza repulsiva

Una forza centrale F(x) si dice repulsiva in x se

F(x) > 0.

Notazione. Se vale
F(x) >0V x,

diremo che F & puramente repulsiva.
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Definizione 4.5 — Centro di massa .

In un sistema di n particelle, si definisce centro di massa la posizione

_ 2T
M e
1

Definizione 4.6 — Massa ridotta .

In un sistema di n particelle, chiamiamo massa ridotta la quantita

XM
= e’

m

Osservazione. Tale quantita soddisfa la relazione

1 1
e e

i=1 t

Nello studio dei moti in campo centrale si presentano due possibili scenari:

e Una singola particella soggetta ad una forza centrale, la cui equazione sara

mi = F(r) = F(Ir]) é,

conm>0ereR3.

e Due particelle soggette ad una coppia di forze centrali, le cui equazioni saranno

mify = f15(r1,12) = F(ln —nl) g=54
maty = f51 (11,15) = F(lny — 1) 2=

dove my,my; >0e1q,1, € R3.

4.2 RICONDUCIBILITA AL CASO DI SINGOLA
PARTICELLA

Valutiamo come sia possibile ricondurre il secondo caso al primo. Abbiamo gia osservato

come il sistema si presenta:

ro—1, -
P

m2i2 - F(|I] _Iz|) [Ty =15l
M;

Le due forze sono opposte, quindi sommando le due equazioni si ottiene

{mﬁ;] = F(|I1 _Iz|) é::i; .o my

myT; +mai, =0.

Moltiplicando e dividendo per la massa totale m; + m; si ottiene I’espressione con il centro

di massa )
(my +mz)R=0.
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Da cio segue che l'accelerazione del centro di massa € nulla, pertanto la sua legge oraria si
esprime semplicemente tramite

R(t) =R(0) +R(0)t.

Tornando al sistema iniziale, dividiamo ogni equazione per la rispettiva massa e sottraiamo
la prima alla seconda:

. . 1 1 T, — 14
— — - - F — =< -
Py — 1 ( + 1) (Iry —12l) s

mz T —1

Poniamo r =1, — 17 e sostituiamo la massa ridotta per ottenere

.1 .
P=— F(|r]) 7.

|~

(t)

Ci siamo pertanto ridotti al sistema
R(0) +R(0) t
T

{ F(Irl)

Noti r(t) e R(t) possiamo ricavare le leggi orarie delle due particelle attraverso il sistema

1=
3=

T(t) =rp(t) =1y (1)
R(t) = s () + 53 ra(t)

mi+mz — mi+my —

m2
miy+my

Moltiplicando la prima riga per e sottraendo le due righe si ottiene

mp my mp
———r(t) = ——— 1 (t) + ————1;(t) =14 (1)
e T T o D g ) =n )

R(t) -

Analogamente si trova r,. Riepilogando

4.3 CONSERVAZIONE DELL'ENERGIA MECCANICA

La forza dei moti in campo centrale ¢ del tipo F: (0, +0co0) — R. E facile osservare come tali
F siano sempre conservative. Dal punto di vista fisico si considera r € R3 \ 0, pertanto &
sufficiente verificare che F ¢ chiusa affinché sia conservativa. Osserviamo che

O=n
a1‘iI_|I|'
Da cui 5 5
Kl 5 ey T e T 0 n
mGWm) (i) 1 oy = FC) s m&“%&

pertanto F(r) = F(|r[) ¥ ¢ conservativa per ogni scelta di F.

4.4 POTENZIALE RADIALE

In un problema a simmetria radiale come quello che stiamo considerando, ci aspettiamo che
I’energia potenziale sia unicamente funzione di |r|, ovvero che

U(r) = V().

Potenziale radiale
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Verifichiamo che scegliendo U in questo modo, troviamo una soluzione di

) = ().

Ora
0

or

V([rl) = =V'(Irl) # = F(Irl) 7,

pertanto, posto p = |1,
P
Vip) = _J F(t) dt

& una qualsiasi primitiva di F.
La conservativita ci permette di scrivere la legge di conservazione dell’energia meccanica

E = 2 + V().

Osservazione. Chiaramente
i £ <L
- dt

4.5 CONSERVAZIONE DEL MOMENTO ANGOLARE

In precedenza abbiamo visto come nel caso unidimensionale, fosse sufficiente una sola rela-
zione conservativa per risolvere il sistema. In questo caso, in cui vi sono tre dimensioni, ci
aspettiamo di doverne trovare altre affinché il sistema sia ugualmente risolubile. In partico-
lare, osserveremo in seguito, che ci servono tanti integrali primi quanti sono i gradi di liberta
del sistema.

In questo caso saremo in grado di trovare altri 3 integrali primi, uno in pit del necessario.

Definizione 4.7 — Momento angolare

Consideriamo un punto materiale di massa m e posizione r. Il momento angolare di
tale punto & definito come il prodotto vettoriale del vettore posizione per il vettore
quantita di moto:

L=rAmr.

Verifichiamo che L é una grandezza conservata, o integrale primo, per I’equazione del moto
che stiamo considerando, ovvero che L = L(I, j) é tale che

d .
aL(r(t),r(t))
se r(t) ¢ soluzione di m¥ = F(|I|) t. Verifichiamolo:

EL:M—FIAmi:IAmi.

Ora se 1(t) & soluzione del moto, possiamo sostituire m ¥, da cui

Lo nf() =r k() &= T o ap o

d
dt “r Ir|

Dalla conservazione di L otteniamo quindi tre leggi di conservazione date dalle conservazioni
delle singole componenti di L
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4.5.1 CASO BANALE
Supponiamo che L = 0, pertanto r(0) || (0). Definiamo
4, = 1O
Ir(0)]

la direzione iniziale di r e . Di conseguenza ’equazione del moto assume una forma molto
semplice:

(1) = x(t) .
Dove, sostituendo nell’equazione del moto, si ottiene che x(t) risolve
mx = F([x[)
in quanto iy ¢ indipendente dal tempo e pertanto
T(t) = X(t) no.

Per cui ci siamo ridotti ad un sistema conservativo unidimensionale.

46 RIDUZIONE DIMENSIONALE

Supponiamo che L # 0

Notazione. Da qui in avanti esprimeremo L anche in coordinate sferiche, tramite il
suo modulo L = |L| e gli angoli & e ¢ che lo individuano nello spazio.

Dal momento che L si conserva, la sua direzione sara invariante. Questo ci dice che r(t), 7(t)
appartengono al piano perpendicolare a L e passante per l'origine per ogni t > 0.

E quindi conveniente scegliere delle coordinate che siano legate a questo piano per descri-
vere il moto del sistema. Tali coordinate x’,y’,z’ saranno definite in modo che

3 =1.
Nelle nuove coordinate avremo
x'(t) 0
r=1y'(t) e L=|o0
0 L

Ci siamo quindi ridotti ad un sistema bidimensionale. Possiamo semplificare ulteriormente
la notazione passando in coordinate polari, ottenendo

cos 9(t)
r(t) = p(t) | sind(t) con p(t) = [r(t).
0

Infine possiamo introdurre i versori radiale €, e tangenziale é; come mostrati nel piano
(x',y"):
Y )

cosd(t) —sind(t)
X con é, = | sind(t) e et = | cosd(t)

0 0
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Procediamo quindi a tradurre tutte le espressioni del moto nelle nuove coordinate. Per
definizione

r=p0 éT‘)
da cui
—sind) _
rT=peé,+p | cos¥ | d=pé,+pdeé;.
0
Tramite T possiamo calcolare |7|%:
12 = 67 + p202,

Pertanto, sostituendo nell’espressione dell’energia meccanica, otteniamo

1 1 .
E:Em()z—i—zmpzﬁz—i—V(p).

Energia meccanica ridotta

Mentre, sostituendo nell’espressione del momento angolare, otteniamo
L=pe, A(mper +mpde) =mp?d (& Aé) =mp?dL,

dove é,\éy = L poiché sappiamo che é,, é; individuano il piano perpendicolare a L. Pertanto

L=mp?dL.

Momento angolare ridotto

Traduciamo infine ’equazione del moto calcolando 7:

f=petpdect(pd+pde—pde = (p—pd) e+ (200 +pd) ey,
sostituendo nell’equazione del moto otteniamo

mi=m(p—pd) e, +m (209 + pd) e = Flp) &,

da cui

mp = F(p) + mpd?
mpd+2mpd=0

Equazione del moto ridotta

Osservazione. La seconda equazione corrisponde alla conservazione del momento
angolare, infatti
d

aL:Q — O:amp28:2mpp{)+mp28:p(ZmpB—i—mpﬁ).

4.7 POTENZIALE EFFICACE

Tramite la prima equazione
mp =F(p) + mpd?,

33
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possiamo ricondurci ad un sistema unidimensionale che studi la componente radiale del moto.
Sostituendo 'espressione del potenziale del momento angolare nell’equazione otteniamo
2 L2 L2
- ’ /
mp:Hm+mnﬁ:—Vuﬂ+mpaﬂg:—vm%%

2\’
——<V(p)+2mpz) = —Vere(p)y

mp3

dove

Definizione 4.8 — Potenziale efficace .

n un sistema di m niamo potenzi cace un’espression inv i
I sistema di moto, definiamo potenziale efficace un’espressione che coinvolge il
potenziale e il momento angolare del sistema. Nel caso di moto in campo centrale
avremo

LZ

Vere(p) = V(p) + I ol 07"

Da cui
mp="Fp)+mpd? <= mp=—V.i(p).

Possiamo facilmente osservare che

1 .
E:Empz—l—%mpzﬁz—FV(p),

¢ Despressione della conservazione dell’energia meccanica per il sistema mp = —V/.(p).
Infatti, sostituendo ’espressione di ¥, che troviamo nel momento angolare

. L
— 2 _
L=mpd «<— J = mp?’
all’interno dell’energia meccanica, troviamo
E—lm'z—&-lm 2]—72—1-V( )—1m'2+V (p)
) p 2 p 258 0—2 p efflP).

Ci siamo quindi ricondotti ad un caso unidimensionale la cui equazione conservativa é

1T
E=§m¥+me.

Integrale primo del moto radiale

4.8 MOTO COMPLESSIVO

Una volta descritto il moto radiale, & possibile analizzare quello angolare per descrivere il
moto complessivo. L’espressione del moto angolare si ricava dalla relazione

L
mp?’

L:mpzé — 9=

In generale ¢ utile definire la seguente quantita

L

wy =19 = .
1 mpz

Pulsazione angolare
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4.8.1 TRAIETTORIA BANALE

Consideriamo inizialmente il caso notevole in cui il moto radiale ¢ costante nel punto di
equilibrio:

p(t) = Peq-
In questo caso il moto radiale é invariante, mentre quello angolare varia uniformemente.
Infatti

. L
§=—
mpZ,

:w~|

che é costante. Il moto complessivo & pertanto circolare uniforme di periodo

2
T ==
w1

4.8.2 TRAIETTORIA CHIUSA NON SINGOLARE

Per traiettorie chiuse e non singolari, il moto é periodico

P+
o(t) = p(t+Ts)  con T :zj — dpv —
p (B — Vere(p

Osserviamo che, dal momento che p é periodica, la funzione integranda di

t
B(t) =V + J L ds

o mp?(s)

sara periodica di periodo Ty. Inoltre avremo
. < L L > _ JTO dt ®
w1 —y 5 (§] 1 = — W1 .
mpZ’ mpZ o To

w1 (t) = w71+f(t))

Da cui

dove f é una funzione periodica a media nulla di periodo Ty. Segue

t

Ht) =9 + w7t +J f(s)ds,
0

dove, nuovamente, 'integrale ¢ una funzione periodica a media nulla di periodo Ty. Pertanto
9(t) corrisponde ad un moto circolare uniforme di periodo

21

~ 9 T L
7 Jo’ wprrey ds

Ty

Periodo del moto angolare

Il moto complessivo & qualitativamente
FIGURA!
Esso avviane pertanto nella corona circolare p_, p4 con

To L
A{):w]To:J 72(13.
o mp3(s)

Osservazione. Se wq Ty é un multiplo razionale di 27, allora il moto complessivo é
periodico di periodo Ton = Tym. Altrimenti si dice che & quasi periodico.

35
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MOTI IN CAMPO

GRAVITAZIONALE E LEGGI DI
KEPLERO

Come per il moto armonico, anche il moto generato dal potenziale gravitazionale é una caso
di notevole importanza. Si dimostra infatti che i potenziali associati a questi moti, sono gli
unici che generano moti limitati tutti periodici.

5.1 INTRODUZIONE

I moti in campo gravitazionale studiano il moto di due corpi attratti da una forza

3
con G = 6,670 ——.
kg-s

mym;
Ir|?

F(ltl) = -G

In generale si tratta di risolvere il problema di due corpi in moti a campo centrale. In
particolare, tale problema ci permette di ricavare informazioni sul moto del pianeta P attorno

al sole S
P
I
/n_ 2

- conrT="r)—1
n}/
T
S
Nel caso planetario le masse hanno valori particolari:

m =Ms=2-103g e my=mp<<Ms.

Questo fa si che il baricentro sia spostato verso il sole, ovvero
Msry +mpr,

Mg
~r e r, =R r~R+r.
Ms + mp -1 2 - -

R = TREELLL
- - - Mg +mp

Per tutti i fini pratici possiamo assumere che il baricentro coincida con il centro del sole.
L’equazione del moto € pertanto

Msmp R k “

mr=-—G r=——71
- r[2 vz

dove m ¢ la massa ridotta:

me (N (Y
o Ms mp o mp -

5.2 SOLUZIONE DEL MOTO

La strategia risolutiva € la stessa utilizzata in generale nei moti in campo centrale. In questo
particolare caso vedremo come molte informazione possono essere ottenute in modo esplicito.
Cominciamo con 'osservare che

k k

F(m) = _@ = _VI(|I|) dove V(|I\) = —H,



5.2 SOLUZIONE DEL MOTO

Si ottengono le equazioni conservative dell’energia meccanica e del momento angolare:

Dove imponiamo L # 0 per escludere casi banali.

Come abbiamo gia discusso, per via della conservazione del momento angolare, il moto si
svolge sul piano perpendicolare a Le passante per lorigine. Passando in coordinate x’,§’, 2’
adatte a L, quindi con 2’ = I:, e successivamente in coordinate polari, avremo

cos d(t)
r=p(t) | sind(t)
0

Come sappiamo questo ci permette di ridurre il moto radiale ad un moto unidimensionale.

Ad esso associamo un potenziale efficace

LZ

Ver(p) = V(p) + Tmp?

per cui si hanno le seguenti leggi di conservazione:
1 :
E:zmpz'i‘veff(p) e L=mp
Dallo studio di Vs si ottiene il seguente grafico qualitativo del potenziale efficace:

1Veff(p)

LZ
Dove po = — ¢ il punto critico di

Vers(p), mentre Vinin € il valore del

minimo:

mk?

Vinin = Vere(po) = 12
Po P
Viin - --- k/
Da cui il piano delle fasi
N
p

E>0

37
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Nel caso critico, scegliendo pp come dato iniziale, si ha

LZ
pt)=po=— e  d(t) =9 +wit.
mk

Dove il periodo del moto angolare sara

2nl3 L2 3/2 m 3/2
T=h=Ta =% (mk) Vi~ \/

da cui la pulsazione

2t mk?

T L3

La successiva discussione avra come fine le soluzioni analitiche dei moti con orbite chiuse
e periodiche, le quali abbiamo visto essere in corrispondenza di Vinin < E < 0. II moto
periodico avviene attorno ai due punti di inversione p_ e p, che sono soluzione di Ve¢¢(p) = E.
Esplicitamente:

w1 =

ko, kz 12
P+ =9 T ImE

da cui

k12 El [/, X 12
Veps —E = —— B=2 (PP —p+-—
eff 0 + m + [E| 0 E] p+ mE]

Da questa relazione deduciamo due relazioni notevoli utili per i calcoli:

{p+ +p-=

L
P+P— = ZmTEl
Calcoliamo ora il periodo del moto radiale:

T()ZZJp+ de o) :2Jp+ de

P/ (E—Vere(p - /2 E (o, —p)(p—p)

N |

27mJ pdp
Bl Joo o+ —p)(p—po)

_ 2mJ*°°p+y+p T4y T+y e Zmr‘)o Py o
0 T+y P+ —p— pry—p-y (14+y)? El Jo vy(l+y)?

=2 Zm Hop*Z +p*dzzz 2111J+°°p+22+p(1+zz_zz)dz
el o )2 E| (1 +22)2
m —+00 ZZ
E| 2+J' (p+—p )(1—1—22)2 z),
+oo +00
P 2= .
Jo ]+szz—p_arctanzo =p-3
mentre
e 2 teo 2z 2
_ d _
(P —p )Jo (14 22) 2= [P —p- )Jo (14+22)2 2
= (p+ —p_) L ZWJF]JM dz
= P+ P— ‘|+ZZ 2 o 2 0 ]+ZZ
1 T pi—pom
*(p+—pf)§arctanzo = 3 5
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Ricordando le relazioni notevoli dedotte in precedenza, concludiamo

2m T pr—p_T 2m py +p—
:2 _— _ - _— = _—
To E] (pz+ 7 2)" ™ 2

2m k
To=1m4) = =—.
° =T\ TE 2E

quindi

Periodo del moto radiale
Il moto sara pertanto descritto da

d T
i per to <t < 5,

p(t)
p(t) = p(t+ To) dovet:J v
- T \E— Verr(p

che ¢ risolubile esplicitamente utilizzando la strategia precedente.
Per il moto angolare sfruttiamo la relazione di ¥ con L:
L L

3= mpz — 19(t) :Jo mds.

In questa forma la soluzione richiede una scrittura esplicita di p(s) che non & conveniente.

Aggiungiamo e togliamo w; all’integranda:

t L 1 (T L
o= [ (L _ ds  dovew =4 [ —E 4
® L (mpz(s) “"*‘”‘) s dovewn =g Jo mel(s)

segue
t

B(t) = wﬁ—i—J f(s)ds
0
dove f ¢ periodica a media nulla di periodo Tp.
Ricordiamo che il moto complessivo & periodico se il rapporto tra il periodo del moto
radiale e quello associato alla pulsazione w; é razionalmente proporzionale. Per studiare
cosa avviene nel nostro caso, € necessario calcolare T;. Sappiamo che

27 1 (T L 1 (/2 L
o mp3(t) To

oY o mpl(t)

effettuando la sostituzione p = p(t) e ricordando che

. dp 2
= = Z(E—-
P dt ( Veff(p))>
si ottiene
2 1 J"* L dp
_— = — > y
T ToJ me 2 (E—Vers(p))

da cui, eseguendo le stesse sostituzioni operate nel calcolo dell’integrale precedente si ottiene

T

2=,

T
Rapporto dei periodi

39

supposto ¥y = 0
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53 MOTO COMPLESSIVO
Scegliamo come dati iniziali del moto
p(0)=p- e B(0)=0.

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che il periodo del moto angolare coincide con quello
del moto radiale, pertanto

To) _ o(T) _n
Y 2 )= P+ € 3
Il grafico qualitativo del moto complessivo sara pertanto

/

Y

©

Vorremmo mostrare che tale moto formi un’ellisse. Osserviamo che in questo caso € possibile
scrivere p = p(9), in quanto
L

’S:
mp?

> 0,

per cui 9d(t) é strettamente crescente e di conseguenza invertibile. Scrivendo t = 9(t) & quindi
possibile ottenere una scrittura di p(9). Ad esempio si potrebbe osservare

] 2 (E — Ver(p)
do_p_ n - ):>d19:j: Ldp

mp? mp2 (/& (E— Verr(p))

& 9

ma il calcolo risulterebbe poco agevole. Procediamo in modo alternativo: definiamo

1
ud) = ——
p(d)
e calcoliamone derivata seconda.

d 1 dp 1

_ _ p__m
O e e T s LY
da cui 5 (9)
d m d . m d m .. dt(d
qor ) =~ qPlt) =~ GP () = =T p 55
osservando che
dt(®)  dd'(t) 1 ,
a0 = a9 :g e mp =—Vee(p),

si ottiene

daz (6)_Véff(p) ~ Vilp) _mp? [k L2\ mk 1
dgzu - L{.) L2 T2 -
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Posto

1 mk . d? "
B Po N L2 do?
Questa espressione é facilmente risolubile in quanto corrisponde all’equazione dell’oscillatore
armonico, pertanto

Uo (®) = uo —u(d).

u(®) =up + A cos(d + ).

In particolare, in corrispondenza dei punti iniziali da noi scelti, avremo @ =0 e A > 0, da
cui
u(®) =ug + A cosv.

Inoltre : :
— =u(l0)=u+A e — =u(m=ug—A,
P— P+
da cui
0<A<uy = A=upe con0<e<l.
Riepilogando
1 1
u®) =uo(1+ecosd) < —— =—(1+e cosd),
P po
quindi
Po
=
p(d) 1+ e cosd

Equazione della traiettoria

Osservazione. La costante e pud essere scritta esplicitamente osservando che

Po

P
p— =p(0) = oppure  py = p(m) = ——

1—e

Mostriamo ora che I'espressione d p(9) ¢ quella di un’ellisse in coordinate polari di eccentricita
e centrata in uno dei due fuochi:

©
+

Per verificarlo, mostriamo che la somma delle distanze p, p’ dai due fuochi F,F’ si mantiene
costante. Per pitagora

p' = \/(|OF’| + p cos )2 + p2 sin? .

Osservando che

1 1 2e
F/: —_ _ —_ = —_ =
(—=p++p-,0) e pr—p po<1_e 1+e> T2 PO

4
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si ottiene

4pge? 4e
(1 7062)2 + T—e2 Pop(®) cosd + p2(I)

B 4e2 2. 4e  , cosd N 3
TN e PO T T 2 PO e cosd T (1 + e cosd)?

B 4e2 N 4 —1+]COS19+ 1
—Po (1—e2)2  1—e2 1T+ecosd (1+ecosd)?

p' = \/(p+—p+pcosﬁ)2+pZSinz‘9_\/

B 4 4 4 L 1
—Po (1—e2)2 1—e2 1—e21+4ecosd (1+ecosd)?’

dove
4e? 4 4e? +4(1 —e?) 4

e e~ -z ~ -

da cui

;L 4 4 1 n 1 _ 2 1
b =po (1—e2)2 1—e21+ecos?d (1+ecos%)2_po 1—e2 14ecosd|
Osserviamo che il segno del modulo é costante, infatti

N S R el B
1—e? 9 l4+ecosd 1—e (1—e)(1+e)

>1 «— 2>14e < e<1

che ¢é vero per costruzione. Pertanto

2 1 200
/ _ _ _ _
P9 =po <1—e2 1+ecosﬁ> 1—e? p(d),
ovvero
/ _ po o -
P +p'(®) = T_ez — P+ TP =cost.

Somma delle distanze dai fuochi

Quindi la traiettoria descrive un’ellisse di semiasse maggiore

g Prfe- o kK
2 T—e2  2E)

e semiasse minore

o +o-\> [pr—p_\" L
b: + — — + _> = = —,
( 2 ) ( 2 VR amE

5.4 LEGGI DI KEPLERO

Tramite i risultati ottenuti nei precedenti paragrafi possiamo dimostrare le tre leggi di
Keplero

Teorema 5.1 — Prima legge di Keplero

Ogni pianeta, nel suo moto attorno al sole, descrive una traiettoria ellittica, con il
solo coincidente con uno dei suoi due fuochi.




5.4 LEGGI DI KEPLERO \

| Dimostrazione. Vedi paragrafo precedente. O

C Teorema 5.2 — Seconda legge di Keplero

Il moto di ogni pianeta si svolge sulla sua traiettoria ellittica in modo tale che la
sua velocita areolare sia costante.

Dimostrazione. La velocita areolare corrisponde alla variazione di area attraversata nel
tempo. Se consideriamo il vettore posizione in coordinate polari, avremo

cosd(t) cosV(t + dt)
T(t) = p(t) | sind(t) e r(t+dt) = p(t+dt) | sind(t+dt)
0 0

Per cui la porzione infinitesima di area sara data da
dA = %Ir(t) Ar(t+dt)l.
Tramite la definizione di differenziale avremo
r(t+dt) = r(t) + H(t)dt = p &, +dt(pér +pdey),

dove abbiamo trascurato gli infinitesimi di ordine superiore. Per cui

1 . 1 A 1 .
dA:zlpér/\(péTerdtér+pf)dtét)|:Elpzf)dtl_\zipzﬂdt.

Quindi la velocita areolare sara

dA  1p2dd 1 5. 1
w2 @ 2P b

che & costante O

C Teorema 5.3 — Terza legge di Keplero

Il periodo di rivoluzione del pianeta attorno al sole & proporzionale al semiasse
maggiore della traiettoria ellittica. In particolare

T? x 3.

- J

Dimostrazione. Nei paragrafi precedenti abbiamo fornito una scrittura esplicita sia per il
periodo che per il semiasse maggiore, in particolare

AT LA S
[El 2] 2]

Da cui
T _wkKm8EP |, ,m
a3 2EP k3 k'
Ricordando inoltre
Mgmp
k=GM =~
s mp e m Ms Fmp mp,
avremo infine 5 5
T m mp 47t
— =4 — ~ 4 =
@ T GMymp | GMs =
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Parte Il

Meccanica Lagrangiana



CALCOLO DELLE VARIAZIONI
EINTRODUZIONE ALLA
MECCANICA LAGRANGIANA

La meccanica Lagrangiana nasce con l'intento di stabilere se le soluzioni del sistema

soddisfano un principio di massimo/minimo/stazionarieta. L’approccio che ne deriva, risulta
particolarmente utile per lo studio di sistemi di punti materiali sottoposti a vincoli.

Nonostante la trattazione si possa affrontare nella piena generalita attraverso il sistema
scritto sopra, per semplicitd, i concetti che introdurremo pit avanti saranno descritti dal
punto di vista di un singolo corpo in R3. In particolare, ’equazione del moto sara

mx=——(x) con x € R3. (%)

0.1 SPAZIO DEI MOTI

Definizione 6.1 — Punto materiale animato da un moto

Dato un punto materiale di massa m, diremo che ¢ animato da un moto x(t), se x(t)
é la sua legge oraria.

Definizione 6.2 — Spazio dei moti

Definiamo lo spazio di tutti i possibili moti di tempo iniziale e finale ti,t, e di
corrispondenti dati iniziali e finali &7, &, come

Mtl,tz (é]’éz) = {X(t) € Coo([t1>t2})R3) } X(‘h) :é])z(tZ) :éz } .

Osservazione. My, ¢, (&,,&,) ¢ uno spazio vettoriale.  La generica x(t) €
My, 1, (&, &,) sara del tipo

Come specificato nella definizione, lo spazio dei moti ¢ I'insieme di tutti i possibili
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l moti, d’altronde solo alcuni di essi corrispondono a moti reali.

Definizione 6.3 — Densita lagrangiana

In un sistema meccanico, definiamo la generica densita lagrangiana come una mappa
L:R® — R, (x(t),x(1)) — £(x(t), X(t))

di classe C*®

Notazione. Spesso si fa riferimento alla densita lagrangiana solo con il termine
lagrangiana.

Osservazione. Nel caso dell’equazione (x), la densita lagrangiana di interesse ¢

£(&m) = 3 2 —u(e).

Definizione 6.4 — Funzionale d’'azione

Dato un sistema meccanico con lagrangiana £, definiamo funzionale d’azione la

mappa
t2

A Moy (£,8) — R Al = J £(x(t),£(1)) dt.

t

Notazione. Le parentesi quadre nell’espressione di A[)_c}, servono per ricordare che
x non ¢ una variabile ma identifica I'intera traiettoria.

Definizione 6.5 — Variazione di una traiettoria

Data x € My, 1, (&;,&,), diremo che la funzione y(e,t) = y_(t) ¢ una variazione di
X, se

e y & C™ nei suoi argomenti su (—¢o, €0) x [t1,t2].
o Per ogni ¢ fissato in (—eo, €0) si hay_(t) € My, 1, (&), &,)-

e Per ¢ =0, y coincide con x, ovvero Ho(t) = x(t).

Notazione. Il parametro ¢ di y ¢ detto parametro di deformazione.

Osservazione. La grandezza di ¢ identifica quanto y, si discosta da x. Come visibile
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dal grafico in figura:

Osservazione. Dato che y(g,t) & di classe C*® in ¢, possiamo svilupparlo in serie di
Taylor attorno ad € = 0, in particolare osserveremo

yle,t) =x(t) +ez(t) + O(e?)  dove z(t) = agasa(t)
e=0

Inoltre, dato che per costruzione y(e,t1) = &, e y(e,t2) = &,, avremo

0 0
EE(E)‘h) _Q € &E(E)tZ) _Q

per cui z(t;) = z(t2) =0 e quindi z € My, 1, (0,0) = MY, ,,.

Definizione 6.6 — Spazio delle variazioni

Dato un moto x € My, ¢, (§1,§2) se ne definisce lo spazio delle variazioni sul suo
spazio dei moti come l'insieme delle variazioni di x e si scrive

VL(M‘EI t2 (é] >§2))'

Notazione. Quanto non vi sono ambiguita sulla scelta dello spazio dei moti,

scriveremo Vy per indicare Vi (Mt] Tt (§1 >§2))'

Definizione 6.7 — Punto di stazionarieta del funzionale d’azione

Una traiettoria x € My, ¢, (él , éz) si definisce punto di stazionarietda del funzionale
d’azione A[ﬁ] se

d
A

=0 per ogni y € Vy.
e=0 o

Osservazione. Talvolta pud essere conveniente considerare le variazioni su un sotto-
spazio M C My, +, (§1 s éz) quando x € M. Tale sottospazio risultera essere lo spazio
di tutte le traiettorie possibili con qualche vincolo.

In questo caso la definizione di stazionarieta é del tutto analoga, in particolare diremo
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che A é stazionaria in x € M rispetto a variazioni in M se

%Ams] per ogni y € Vx(M) = {E € Vy

e=0

Es(t)eM}.

0.2 EQUAZIONI DI EULERO-LAGRANGE

Le equazioni di Eulero-Lagrange sono molto importanti in meccanica Lagrangiana poiché,
come vederemo in questo paragrafo, le loro soluzioni sono punti stazionari del funzionale.
Cominciamo con 'osservare a cosa corrisponde, in formule, la condizione di stazionarieta per
A[&]. Ricordiamo che per definizione si deve avere

d

TAL]|  =ovy ev.

e=0

Scriviamo esplicitamente la derivata:

ts

d d [ . d .
aA@E]:&J L(Es(t),gg(t))dtzj aﬁ(gg(t),gg(t))dt,

ty t

dove ho potuto portare dentro la derivata in quanto £ ¢ di classe C*® e pertanto continua.
Ora

d d d d . d .
LW (0,5, (8) = @L(Es( )Y, (1) 50y, (8 + 5-L(y, (8,9, (1) - S-9(1)
Da cui
d 219 . 0 0 . 0 .
| - J [aaz(ys(t),ys(t)) 5280+ 5oL (4, (0,3, (1) agy(t)} a

Avevamo osservato in precedenza come fosse possibile sviluppare y in serie di Taylor attorno
a ¢ =0, in particolare

y () =x(t)+ez(t) +0(e?) e P (1) =x(t) +e(t) + O(e?),

€

da cui 5 5
Su0 =2y e Jay| =i,
Ne segue
LA = J :aaaa(x(t)m(t)) +2(t) + £ (x(0), K(0) -z(t)} dt.

In prima conclusione, avremo quindi che A ¢ stazionaria in x rispetto a variazioni di y € V.
se e soltanto se

279 . 0 . .

[ gt ans) -zt + Le@o,xm)-20] ar=o vze ..

t o n

Cerchiamo ora di manipolare 'integrale integrando per parti la seconda parte dell’integranda:

j L x(0)£(00) 20t = L (1) £(0) -2l _ Jt (igﬁ(x(t)m(t))) (0 dt

:_J: (igﬁ("(t))*(t))) ~z(t)dt

in quanto z(ty) = z(t2) = 0. Pertanto A ¢ stazionario in x, rispetto a variazioni y € Vy, se
e soltanto se

| ; Bﬁ(x(twt)) - A (x(t),m))] ()t =0,z M, ..

t



6.2 EQUAZIONI DI EULERO-LAGRANGE |

Questa scrittura favorisce la seguente definizione

Definizione 6.8 — Equazioni di Eulero-Lagrange

Si definiscono le equazioni di Eulero-Lagrange per la lagrangiana £ come

0L . .
az(x(t),z(t)) = —i(z(t),z(t))

\. J

T Teorema 6.9 — Caratterizzazione della stazionarieta del funzionale

Il funzionale A ¢ stazionario in x rispetto a variazioni y € Vx se e soltanto se sono
soddisfatte le equazioni di Eulero-Lagrange.

- J

Dimostrazione. Dalla precedente caratterizzazione della stazionarieta di A:

Lt Bﬁ(x(t)»*(t)) - igﬁ(x(t),w)) Z()dt=0,¥zeM .,

segue immediatamente che le equazioni di Eulero-Lagrange sono condizione sufficiente
per la stazionarieta.
Supponiamo per assurdo che

o
-%

d oL

(x(t),x(t)) — aton

oft): (x(t),x(t))

non sia identicamente nulla. Allora esiste t € (t1,t;) tale che @(t) # 0. In tal caso
possiamo facilmente esibire una z € MY, (, tale che

J " o(t)2(t) £0

tq
che negherebbe 'ipotesi di stazionarieta di A. Esplicitamente prendiamo z(t) = @(t)x(t)
con «(t) una funzione da definire tale che «(t;) = o(t;) = 0. La condizione di
stazionarieta diventa

ts

J ’ ©(t) z(t)dt = J ©(t) - @(t)a(t) dt.

ts t

Scelgo a: [t1,t2] — [0,+00) con «(t) # 0 solo in un opportuno intorno di t. Osserviamo
ora che

=lo(®)* >0,

Ora se «(t) & diversa da zero solo su I, allora
to B { 2 rt2
| e-e®amar> 200 (“apar=o,
ty t
in quanto

Joc(t) dt > 0.
1

Cio ¢ assurdo per lipotesi di stazionarietd. Da cui la tesi. O

49
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Osservazione. Se £(&,m) = ;mMm|* — U(&), avremo

o0 _ouan_
oL ok on "
Quindi le equazioni di Euelero-Lagrange diventano
ou d . .
—afa(z(t)) = ML) = mE(t).

63 PRINCIPIO DI MINIMA AZIONE

C Teorema 6.10 — Soluzioni del moto sono minimi delle variazioni

Sia xo(t) € My, 1, (§1 g éz) soluzione dell’equazione del moto. Allora x4 ¢ un minimo
locale delle variazioni, ovvero

36>0:VI=[5,9] C [ti,t2] con ¥, —d; <9,

tale che x¢ € un minimo per ’azione ristretta ad I:

Alx] = FZ £(&,1) dt.

G -

J

abbiamo osservato che I’espressione della lagrangiana corrisponde a

Ly 9) =5 9P~ U()-

Pertanto s
d _ A rm
A =5 L (512 -u()) d.
Ora
iﬂ| 2= mpy| 2 - 0 - om
de 2 90 T oY T YT MY
© d 0 0
et =5 U5y
Quindi
d 20 D d
A ] IL] (aewmu—axu(y)‘asy) dt.

Per ottenere la derivata seconda dobbiamo derivare nuovamente l’integranda.
particolare

AT SO DU
de \oe2 MY ) = 52Y My T 5 U MY

d /0 0 02 0 0 0 02
1T (axu(y) : aey> = (Mu(y) aﬁ) "8t azu(hl) 32

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che Am(e, t)] ‘ ammette minimo in ¢ = 0 per ogni

y € M. Per farlo ¢ sufficiente verificare che la derivata prima ¢ nulla e la derivata seconda
¢ positiva. Abbiamo gia fornito una caratterizzazione della stazionarietd, procediamo
quindi con il calcolo della derivata seconda. Nel sistema meccanico del singolo corpo (%)

In
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dove, per chiarezza di notazione, indichiamo
GRS d d U a2
—Uu —y | =—y= —Uu —Yi —Yj.
<ang ) asy> de 2 ; 0x{Xj (v eVt 9 U

Quindi avremo la derivata seconda di AEJ ristretta ad I come
92 192 d d 32 d d d G
emU4+ — e —1 — [ —Uy) —y ) s —y— —U(y) - —y| dt
L {aszy my+soy-moy (a&( (v) a;J) acd ) 52y
Sviluppando y . con Taylor attorno a ¢ = 0, fino al secondo ordine, otteniamo

2
y, (1) = Xo(t) + £20(t) + S wo(t) + O(e?),

da cui 5
0
3cY = Zotew + O(e?) e 329 = wWo + O(e).
Calcolando in € = 0 avremo
2
y(0,t) = x0(t); afsg(oyt) = zo(t); a?g(O,t) =wy(t).

Sostituendo tutto nella derivata seconda di A ristretta ad I e calcolata in ¢ = 0, otteniamo

921 . . 02 d
L] {Wo *MXp+2Zo*MZo — (Mu(xo) Zo) *Zo — au(lo) ’Wo} dt.

Affinché la tesi sia vera, dobbiamo verificare che tale derivata seconda sia positiva. Con-
sideriamo il primo e il quarto addendo dell’integranda e integriamo per parti il primo
addendo:

D2

D2 d D2 9 d
J (Wo'mko—au(xo)'wo> dt:J ﬂo'“liodt—J a*u(ﬁo)°ﬂodt:wo'mio
LR X LR X

LA

02 D2 d
_J wo.mgodt—J a*U(Xo%wodt
A

dove il primo termine ¢ nullo in quanto wy, € M§,  , mentre il secondo termine & nullo
poiché x, risolve ’equazione di Newton, che pertanto annulla l'integranda. Restano da
stimare i due addendi rimasti:

Zo MZy = m|Zo|2-

L’ultimo addendo rimasto, ¢ una forma quadratica con I’hessiano di U, che é simmetrico,
diagonalizzabile e pertanto con autovalori reali:

Zo* H(lo) zo < |;0|2K con K =max max ‘Ai (loﬂ
i teltr,tz]

Tramite il TFC stimiamo z, e |zo|*:

t D2 2

2(s) ds :J 2o(s) ds

Zy :;o({}]) +J
9

5(s) ds <;o(e1)+J
9 SN——

LA
=0

Da cui, usando Cauchy-Schwartz, otteniamo

92 . 02 . 2 C=§ | 2 2
J 2o dt <(J |zodt> < g2 (Vo2 — o)
19] 9]

92
_ L 120 (s) ds (82 — 91).

2
|Zo|2 <
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Riepilogando
az 192 192 192
CAl mJ \zoﬁdt—KJ (9 —&)J 20(s) 2 ds dt
aE e=0 81 3] 8l
192 1[)Z
—m | ol dt— K (2002 | Cols)Pas
19] ‘91
D2
=[m—K®2—91)?] J l20/* dt
01
che ¢ positivo purché
m
¥ -9 < ?25,VE€€VL. a

64 INVARIANZA DEL PRINCIPIO DI STAZIONARIETA

La condizione di stazionarieta per Afl .t descritta attraverso il formalismo Lagrangiano, é
una condizione intrinseca, ovvero indipendente dal sistema di coordinate utilizzato. Diremo
pertanto che & invariante rispetto al cambiamento di coordinate e che, analogamente, le
equazioni di Eulero-Lagrange ne sono covarianti. Questo comportamento giustifica in parte
I'utilizzo di tale formalismo, infatti cid non accade per le equazioni di Newton.

Mostriamo formalmente la covarianza delle equazioni di Eulero-Lagrange: Sia
yY: R™ — R™ invertibile localmente e ¢ = l/_1
e supponiamo di avere il seguente cambio di coordinate associato a tali funzioni

x=0¢(q) «— q=v(x).

q(t)). Per

Ogni moto x(t) puo pertanto essere letto come un moto q(t) attraverso x(t) = ¢ (
cui

Quindi

0 N
L(x(t),x(t) = £ (d)(q(t)), a(g(q(t)) g(t)> L(q(t),q(t).

Cambiamento di variabile per le equazioni di E-L

A questo punto avremo

A’ﬁ yt2 [X] = AE t2 B] con l(t) = Q(ﬂ(t))

con x(t) che rende stazionaria A = Af, |, se e solo se q(t) = y(x(t)) rende stazionaria A=

Af] .t,- Inoltre, poiché cio accade se e solo se sono verificate le equazioni di Eulero-Lagrange,
segue la covarianza:
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x(t) € My, 1, (§1 ,;2) é soluzione di

d oL

4o, oL
dt ox

x(1),X(1)) = 5=

(x(t),x(t))

se e soltanto se q(t) = I(K(t)) € My, 1, (X(é1 ),X(éz)) é soluzione di

d oL

dt aq (q(t) q(t)) =53

Covarianza delle equazioni di Eulero-Lagrange

Questo comportamento non si ripete per le equazioni di Newton. Consideriamo la lagrangia-
na meccanica

£(x,%) = 18- ME - Ux).

Sex=¢ (ﬂ), abbiamo gia osservato che

X = Zz (@) 4,
quindi 5 3
Had) = 5 [50@a]-M |50 4] - uete).

In coordinate

— = . . .
=) ad) aG=) Jyla)a = x=J(d) g
j=1 j=1

dove con | indichiamo lo Jacobiano di ¢. Quindi

HECLRAE-CHE M@ ¢ = 13 1o @) a5] 2 () &

ik

@3l
Zk ; [(tl(ﬂ))ﬁmu Jik(ﬂ)] ]

= 2a-[I@MI(@)] 4,

N \

N \

N \

da cui

£(a,4) = 33+ [T(@) MI(0)] 4~ U(6(0)) = 14-M(a) 4~ U(6(a))-

Le equazioni di Newton diventano pertanto

dt

che non ha la struttura delle equazioni di Newton. Infatti sviluppando il primo membro si
ottiene un termine che dipende dalla variazione di M che non appare nella scrittura originale.

Osservazione. Aggiungendo la dipendenza dal tempo si ottiene lo stesso risultato:

- 0 0
cnint) o et = £ (00,9, 5@t 4+ 5 (@0t

q




MOTI VINCOLATI

/-1 INTRODUZIONE

Definizione 7.1 — Moto soggetto ad un vincolo

Diremo che il moto x, sotto 'effetto di F, é soggetto ad un vincolo L, se partendo su
Y il moto generato da F su I vi rimane per tutti i tempi.

Esempio. Abbiamo gia visto un esempio di moto vincolato con il pendolo in cui si

aveva
x e L CR? dove X ={x:|x|=1}.

\

Nel contesto dei moti vincolati € conveniente studiare il sistema con coordinate adattate al
vincolo. Supponiamo che I sia descritta in forma parametrica

x=@(q1,..+,s),

dove s ¢ la dimensione di X

Esempio. Nel caso del pendolo avevamo

x=1 ( sin 9 ) = (9).

—cosd

Sappiamo che moti reali rendono stazionaria 1’azione Afl .t,+ Sappiamo inoltre che moti che
partono su X si mantengono su X. Pertanto moti reali su X renderanno, a maggior ragione,
stazionaria 1’azione di A,ﬁ .t, rispetto all’azione sull’insieme ristretto dei moti

M, 4, (810 E)) con &, &) €1
che ¢ il sottoinsieme di M tale che x(t) € X per ogni t. D’altronde
xX(t) € M, ¢, (£, &) = x(t) = @(q1(t),...,qs(t)
per cui su tali moti avremo

L(x(t),x(t)) = £(q(t), (1),

dove £ & definita come descritta nel capitolo precedente. In questo caso s < n per cui la
lagrangiana £ sara ridotta rispetto a L.

s ~

Esempio. Considerando sempre il pendolo abbiamo
- sin 9(t) Ty cosd(t)
ity =1 <— cosf)(t)) — - A= (sinﬁ(t) ’
Inoltre U = m gx;, per cui

~ . 1 .
L(9(1),9(t)) = Zmlzﬁz +mg cosP.
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Possiamo quindi applicare le equazioni di Eulero-Lagrange

dol 3L d .
dtas 35 = mml %) =-mglsin(8(t),
da cui otteniamo ’equazione ridotta del moto

9= —% sin .

J

.

Osserviamo che il procedimento applicato nell’esempio precedente al pendolo, ha avuto suc-
cesso nonostante fossimo in presenza di forze non conservative. In generale infatti, un sistema
di forze F che mantiene x sul vincolo non é conservativo e quanto detto non si applica. D’al-
tronde ¢ possibile modificare opportunamente la trattazione precedente ed assumere che la
forza di vincolo sia conservativa.

Nel caso del pendolo si aveva F =mg+ T, dove

T=—é(mgcosd+ mléz)

che & chiaramente non conservativa (ad esempio non & posizionale). Osserviamo che F si de-
compone naturalmente in una componente conservativa e in una non conservativa ortogonale
al vincolo. In particolare segue che T non compie lavoro sui moti su X. Questo ci permettera
di dimostrare che tali moti sono trascurabili nella nostra trattazione.

Definizione 7.2 — Sistema di vincoli .
Nella nostra trattazione avremo che, data una superficie di vincolo Z, si ha

G](X)ZO
xX€l &= «:
Gm(x) =0

Dove se s ¢ la dimensione di X, si ha s =n—m.

Notazione. Vincoli che rispettano tali condizioni si definiscono olonomi bilateri.
In particolare un vincolo olonomo ¢ indipendente dalle velocita; mentre un vincolo
bilatero é descritto da una condizione del tipo G (x) =0.

7.2 VINCOLI IDEALI

Definizione 7.3 — Sistema di vincoli regolari .

Un sistema di vincoli

G](&) =0

: con x € R™, G; € C*(R™, R),
Gm(x) =0
si dice regolare se ¢é tale che

0G
T;(K)w-w ox (K))

sono m vettori indipendenti per ogni x che soddisfa il sistema.
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Osservazione. Un vincolo regolare definito da m equazioni ha la superficie £ di
dimensione s =n —m.

Esempio. Nel caso del pendolo abbiamo visto che G(x) = [x|* — 1%, ora

oG

ax(l)ZZX#O)V|§|:1)

per cui il vincolo é regolare.

\. J

T Teorema 7.4 — Sistema locale di coordinate adattate al vincolo

Sia £ una superficie di vincolo associata ad un sistema di vincoli regolari. Allora
Y~ ammette, almeno localmente attorno ad ogni xy, € X, un sistema di coordinate
adattato al vincolo. Ovvero, se Uy ¢ un aperto di R™ e Uy un intorno di x, € Z,
esiste X: Uy «— U; tale che

\ Xx=X(q1y---,qsy qst1y---rqn) EZNU; <= (qs11=...=(qn =0. ),
|  Dimostrazione. Segue dal teorema della funzione implicita. O

Osservazione. La mappa

SQ(Ch»---»Qs)EX(QM---»Qs,O)---»O))

fornisce una parametrizzazione locale di £ in un intorno di x,.

Esempio. Nel caso del pendolo G (7_c) = [x|> —12. Un sistema di coordinate adattate
é fornito dalla seguente mappa

x:xw,s)z(wé)(mﬁ),

—cosd

posto & = 0 troviamo

—cosd

x=1 ( sin 9 > = o(9)

che é una parametrizzazione, in questo caso specifico globale, del vincolo.

Definizione 7.5 — Velocita compatibile con il vincolo

Diremo che x(to) & compatibile con il sistema di vincoli (G1,..., Gy, ) se & tangente
alla superficie di vincolo.

Osservazione. Tale definizione & naturale, infatti se x(t) € £ avremo
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l ovvero x € TyX, dove T X ¢ lo spazio tangente a ¥ passante per x. J

Definizione 7.6 — Sistema di punti materiale sottoposto a vincoli

regolari

Consideriamo un sistema di punti materiali descritto dal vettore x € R™ e dalla
matrice delle masse M, soggetto al sistema di forze F. Diremo che tale sistema
¢ sottoposto al sistema di vincoli regolari (Gq,...,Gn) se ogni dato iniziale x, =
x(to) € X e vy = x(to) € Txs, evolve lungo le soluzioni di

Mx =F

in modo tale da rimanere su £ per ogni tempo.

Osservazione. Avevamo gia osservato che, in generale, un sistema meccanico sottopo-
sto a vincoli regolari é associato ad un sistema di forze F non conservativo, spesso
neppure posizionale. Infatti tipicamente si ha

F=F(x,%).

Detto cio, in molti casi si osserva che F ha una struttura speciale, ovvero & de-
componibile in una forza conservativa e in una non conservativa ortogonale al
vincolo.

Definizione 7.7 — Forza non conservativa decomponibile

In un sistema sottoposto a vincoli regolari, consideriamo una forza F = E(g, x) non
conservativa. Diremo che F & decomponibile se pud essere espressa come somma di
una forza attiva conservativa e di una reazione vincolare, ovvero se

F(x,%) = —5 U(x) +R(x,X).

Definizione 7.8 — Principio di D’Alembert

Consideriamo R la reazione vincolare di una forza decomponibile. Diremo che R
soddisfa il principio di D’Alembert se R é ortogonale al vincolo . Ovvero se

B(l,y) ‘n=20 per ogni v,n € Ty L.

Osservazione. Possiamo pensare alla n nella definizione come allo spostamento
infinitesimo da x a x + 1 dt associato ad una velocita n.

Definizione 7.9 — Sistema di vincoli ideali

Consideriamo un sistema meccanico MX = E(l, 5) sottoposto al sistema di vin-
coli regolari (Gy,...,Gy). Diremo che il sistema di vincoli & ideale rispetto alla
decomposizione
. 0 .
F(x, %) = —&U(z) +R(x,%)

se R soddisfa il principio di D’Alembert.
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7-3 SISTEMI DI PUNTI MATERIALI SOTTOPOSTI A
SISTEMI DI VINCOLI IDEALI

C Teorema 7.10 — Stazionarieta per sistemi di vincoli ideali

Consideriamo un sistema meccanico M x = F = —%—S—kR sottoposto al sistema di vin-
coli ideali (G1,...,Gy). I moti reali compatibili con il vincolo rendono stazionaria
I’azione di Lagrangiana
. 1, .
L(x,%x) = 7% Mx— U(x)

rispetto a variazioni in Vy (MS”{Z'"G’“ (§1 ’éz))'

- J

Dimostrazione. I moti reali compatibili con il vincolo sono le x(t) soluzioni del sistema
tali che x(t) € LV t. Vogliamo quindi mostrare che tale x(t) rende stazionaria 1’azione

to ]

Afto)] = [ | u(0- Mo - ua) | a
t

rispetto a variazioni y_ € VL<M€JZ (&5 éz)) con &,,&, € L. Ricordiamo inoltre che

Y, (t) e tale che

yo(t) :l(t)) ys(tl) :ép Ea(tZ) :ézv Hs(t) €LVt

Affinché l'azione sia resa stazionaria si deve avere

d
5A@E(t)] B =0.
Ora
Y, (t) = x(t) + ez(t) + O(e?) con z(t) = Z)EEE (t)‘ .
€ 0
Per cui
Cafy 0] = L7 [0+ e2000) - M (&0 + £ 200)) — U(x() + e 20)) | de
@ [Ee ]g_o_dsJ't] |:2( + ez ) (l +éez )_ (l +éez ):| o
—L (- M20) — 55 (xlt]) - 2l1]] e

Ricordiamo che z(t1) = z(t2) = 0 e integriamo per parti il primo addendo dell’integranda:

= r {—MX(t)—%—u (x(t))} z(t) dt = —Jtz {Mg(t)—&— ou (z(t))] z(t) dt

t X t al

e=0

Sfruttiamo l’equazione del moto

M == 5009 +R(5 %) — ME+5°(x) = R(u ),
da cui .
AL == [ TR, -z =

dove 'integranda ¢ nulla per il principio di D’Alembert. Il principio & verificato a patto
che x,z € TyZ. Questo é banalmente vero per x poiché i dati iniziali sono compatibili con
il vincolo, mostriamolo quindi per z. Di fatto osserviamo che z(t) € TyX per costruzione;
ricordiamo infatti che

y(s,t) =y (tyeL, vVte [t1,t2].

2 Ze
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Consideriamo quindi il moto virtuale
X(S) = E(S —t, t))
con t fissato e s € (t —0t,t+ &t) che appartiene al vincolo per ogni s ed ha velocita

d

3 d
n= @ﬂs)

= oY (t) = z(t). m|

e=0

s=t

Notazione. Con M,LG]]’{Z“’G"‘ (él ,&,) indichiamo

M‘}g:] o = {&(t) € Mt],tz (é])éz) ’ &(t) € Z) Vte [thtﬂ }

Osservazione. Grazie a questo teorema, le equazioni del moto sul vincolo in coordi-
nate adattate g sono semplicemente le equazioni di Eulero-Lagrange associate alla
lagrangiana ridotta

£(98) = L8| g, = 3

dove g = (q1,...,qs) con s =n—me x = X(q1,...,9s,0,...,0) = @(q1,...,9s).
Ovvero per

dove

7-4 CONSIDERAZIONE PER CASI DIPENDENTI DAL
TEMPO

In questo paragrafo rivedremo alcune definizioni e teoremi esposti in precedenza nel caso in
cui la dipendenza dal tempo sia esplicita. La dimostrazione dei teoremi verra tralasciata in
quanto analoga al caso stazionario.

Per quanto riguarda la notazione, molte definizioni avranno lo stesso nome; é quindi
lasciata sottintesa la dipendenza dal tempo nella nomenclatura.

Definizione 7.11 — Sistema di vincoli .

Consideriamo una superficie di vincolo Z(t). Diremo che x € Z(t) se e soltanto se

G, (K,t) =0

x soddisfa

Un sistema di vincoli (Gy,...,Gn) si dice regolare se gli m vettori

G,
a—x(g,t),..., ox (x,t),

sono indipendenti per ogni x € X(t).
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Osserviamo che se x(t) € X(t), allora

é(t)- 0o (x(t),t) + 25

Da cid segue una prima differenza con il caso indipendente dal tempo. Dato x, € X(t) diremo
infatti che v,y € una velocita compatibile con il sistema di vincoli associati al punto x, se

Vo * %t (X0, to) + %5 (X0, t0) =0

Vo 55 (x0, to) + 25 (X0, to) =0

ma cid0 non equivale, come nel caso stazionario, all’appartenere allo spazio tangente del
vincolo. Infatti

H'%@mto) =0

ne Ty, Z(t) <=

1+ 28 (xo,t0) =0

C Teorema 7.13 — Sistema locale di

coordinate adattate al vincolo

Sia X(t) una superficie di vincolo associata ad un sistema di vincoli regolari. Al-
lora £(t) ammette, almeno localmente attorno ad ogni x5 € Z(to), un sistema di
coordinate adattato al vincolo. Ovvero, se Up é un aperto di R™ e U; un intorno
di xy € Z(to), esiste X: Uy +— U, tale che

X:X(qh---)qs»qur])---»qn)t) ez(tO)mul < (s+1 :...anzo.

- J

7

Osservazione. La mappa

©(q1y---,9s,t) = X(q1,--.,9s,0,...,0,1),

fornisce una parametrizzazione locale di Z(to) in un intorno di x,.

Definizione 7.14 — Sistema di vincoli ideali .

Consideriamo un sistema meccanico M X = f(l, X, t) sottoposto al sistema di vincoli
regolari (Gq,...,Gn) associati alla superficie di vincolo X(t). Diremo che il sistema
di vincoli ¢ ideale rispetto alla decomposizione

. 0 .
F(x %) = —-U(x) +R(x, %, 1)
se R soddisfa il principio di D’Alembert. Ovvero

R(X»Y)t) ‘n= 0

per ogni v compatibile con i vincoli e per ognin € T, Z(t).
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~

C Teorema 7.15 — Stazionarieta per sistemi di vincoli ideali

Consideriamo un sistema meccanico M X = E(x, X, t) sottoposto al sistema di vincoli
ideali (Gq,...,Gn) associato alla superficie di vincolo X(t). I moti reali compatibili
con il vincolo rendono stazionaria 1’azione di Lagrangiana

£(x,%) = 2% Mz~ U(x)

rispetto a variazioni in Vy (Mtzf)tt]z (§,1 ,éz)).

Osservazione. Se @(q1,..., qs,t) ¢ una parametrizzazione di Z(t), le equazioni del
moto sul vincolo nelle coordinate q7,..., qs, altro non sono che le equazioni di Eulero-
Lagrange per la lagrangiana ridotta

z(ﬂ)g’t) :L(l»l() )

dove

Esempio. Consideriamo un punto materiale vincolato ad una guida circolare, di rag-
gio 1, che ruota uniformemente con pulsazione w. Il punto é soggetto alla forza di
gravitd e ad una reazione vincolare R che supponiamo soddisfi il principio di D’A-
lembert. La forza conservativa attiva avra potenziale U(L) = mgz. Passando in
coordinate adattate al vincolo avremo

sind cos(w t)
x=0@®t) =1 | sin?d sin(wt)

—cos D
che dipende esplicitamente dal tempo. Da cui
~ [cosd cos(wt) —sin® sin(w t) _
x(t) =19 [ cosd sin(wt) | +wl | sind cos(wt) | =1(d,,t)
sind 0

Possiamo quindi scrivere la lagrangiana ridotta

~ . m .
L(8)8> t) - 7 |X|2 —mgz x=@(9,t

)
x=1(9,9,t)
Ora, ricordando che |a 4 b|*> = |a|? + [b|*> + 2a - b, avremo

X2 = 129?% + w?1?sin? 9,

da cui B . m i
L(d,9,t) = = (129 + w?1?sin?9) + mgl cos 9,

che osserviamo essere, in questo caso specifico, indipendente dal tempo. Applichiamo
le equazioni di Eulero-Lagrange per trovare ’equazione del moto sul vincolo:
d oL :

o B(0,9() = F(m2 @) = m1B(o)
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22 (9(t),9(1)) = m12 (wz sin D(t) cosH(t) — % sina(t)) .

Da cui B
ml%d = m1?sind (wz cosd — %) =-V'(9).

L’equazione del moto ammette una grandezza conservata

2 .
= %s%v(a)

la quale é conservata poiché, come al solito

SiE mId+V®)d=0 <= d(m1¥+V'(9) =0,
che é vero per ’equazione del moto. Il moto si ottiene quindi per quadratura dalle
solite relazioni

) 9(t)
Y=+ i(E—V({))) e t—to:J @

m % /225 (E- V(D)

Da questo punto in poi si pud procedere con uno studio qualitativo del moto come
visto nel capitolo precedente.

Osservazione. A differenza dell’esempio precedente, non sempre si arriva a dei risultati
integrabili per quadrature. L’energia E conservata in questo esercizio é un caso par-
ticolare della cosiddetta energia generalizzata che é una grandezza conservata per le
equazioni di Eulero-Lagrange associata a qualsiasi lagrangiana £ (ﬂ , ﬂ) indipendente
dal tempo. In questo caso, la conservazione dell’energia é conseguenza dell’indipen-
denza dal tempo della lagrangiana associata al sistema, oppure, come talvolta si dice,
dell’invarianza di £ rispetto a traslazioni temporali.

\.

Definizione 7.16 — Energia generalizzata

Consideriamo un sistema di coordinate ¢ adattate al vincolo.  L’espressione
dell’energia generalizzata ¢ data da
0L
E=q:-=— - L
455 @9 ~£(e4)

Osservazione. Se L(ﬂ, g) = %ﬂ . M(ﬂ) q — V(ﬂ)7 I’espressione dell’energia
generalizzata sara

. 0L 1, ) 1, .

E=d-55 24" M@d- V() =V(9) +74-M(@) g =U+K,

ovvero l'energia generalizzata é un’energia meccanica "standard"

Proposizione 7.17 — Energia generalizzata conservata dalle equazioni

di E-L

L’energia generalizzata ¢ una grandezza conservata se q(t) soddisfa le equazioni di
Eulero-Lagrange.
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Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che l’espressione dell’energia generalizzata ¢ un
integrale primo se (t) risolve le equazioni di Eulero-Lagrange, ovvero se

Calcoliamo quindi la derivata di E rispetto al tempo e mostriamo che ¢ nulla:

dtdgq 9dq

Tog T Tareg ag e 4T

Y

d_ .8 . ddL L . AL . . [dazs az:}
dt

dove l'espressione in parentisi quadra ¢ nulla poiché g(t) risolve le equazioni di Eulero-
Lagrange. O



8 ALTRE GRANDEZZE
CONSERVATE

In questo capitolo descriveremo altre grandezze conservate oltre ’energia per lagrangiane
indipendenti dal tempo.
Prima ricordiamo che se L(ﬂ, dq, t) = L(g, ﬂ) allora

E=F(0,0) =4- 55 (00) - £(0.0)

¢ una grandezza conservata. Infatti, se q(t) risolve le equazioni di Eulero-Lagrange, si ha

(00, 400) = 4000+ 52 (a(0),a(0) + at0) - 5 52 a0, 0) = 5 a0 -a(0
0L d ol 0L
- 5 (a0, a0) -0 = )+ (£ 52 (a(0,a(0) = 52 (a0).a0))

dove D’espressione tra parentesi ¢ proprio I'’equazione di Eulero-Lagrange. In particolare, se
L ¢ una lagrangiana meccanica

£(a,) = 33-M(a)d— V(@) = E=1a-M(q)d+V(a).

Quindi l'invarianza rispetto a traslazioni temporali comporta la conservazione dell’energia.
Andiamo a studiare di seguito altre simmetrie e grandezze conservate

8.1  VARIABILI CICLICHE

Definizione 8.1 — Variabile ciclica

Consideriamo una lagrangiana L(ﬂ, ﬂ) con ¢ = (q1,...,qs). Diremo che una
componente q; di g ¢ una variabile ciclica se £ ¢ indipendente da q,- Ovvero

L(QM---»qi»---»Qsﬂh---»ds):L(Qh---»Qith”h---,stfha---,qs)-

Definizione 8.2 — Momento coniugato

Sia g; una variabile ciclica per la lagrangana £. Definiamo momento coniugato per
L la seguente quantita

Proposizione 8.3 — Conservazione del momento coniugato

Sia g; una variabile ciclica per la lagrangiana £. Allora il momento coniugato di £ si
conserva.

| Dimostrazione. Supponiamo, per comodita di notazione, che qs sia una variabile ciclica,
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in particolare avremo

0L
q) =0.
2q, (@9)
Scrivendo le equazioni di Eulero-Lagrange per la coordinata s, troviamo
d ol oL
dtdqs dqs
ovvero % é una grandezza conservata. |

Osservazione. In quanto grandezza conservata, avremo

oL
0qs

(q(t),g(t)) =ps

se q(t) & soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange. Inoltre, nel caso in questa
relazione sia invertibile per (s(t), cosa che tipicamente accade almeno localmente,
avremo

qs(t) = f(q1 (t)» sy gs—1 (t)) q1 (t)» ey qsfl (t))ps)>
dove, in questa scrittura, f & la funzione ottenuta invertendo ’equazione precedente

rispetto a gs. In tal caso € possibile ridurre di uno i gradi di liberta del sistema
sostituendo s nell’equazione del moto.

Esempio. Consideriamo un pendolo sferico, dove abbiamo

sin & cos @ COSs & COS @ —sin @
x=1 [ sin«x sin ¢ e x=1l& [ cosaxsing | +1¢ sinx | cos@
1 —cosax sin & 0
da cui
L. mlz .2 .2 .2
Lo, @, 6, 9) = —— (& + ¢~ sin“ a) —mgl(l —cosx).

2
Osserviamo che £(«, @, &, @) = L(a, &, @), ovvero @ ¢& una variabile ciclica. Quindi

==~ =ml?¢ sin’ «,
o

é una grandezza conservata. Discutiamo U'invertibilita di tale equazione rispetto a @.

e Caso A =0: si ha se e solo se @ sinax = 0.

e Caso A # 0: si ha se e solo se sinax # 0 e @ # 0. In tal caso la legge di
conservazione del momento é invertibile e si ha

. A
¢ = 2

= ————— =f(o, &, A).
m1?2 sin® o (o, 8 A)

Consideriamo ora la legge del moto ottenuta dalle equazioni di Eulero-Lagrange:
ml?& =m1? ¢Zsinx cosx —mgl sin o

Nel primo caso si ha, come detto, ¢ sin « = 0, per cui I’equazione del moto si riduce
a
ml?& = —mgl sin «,

ovvero all’equazione del pendolo semplice.  Nel secondo caso sostituiamo @
nell’equazione del moto per ridurre di uno i gradi di liberta del sistema:

A2 A?
2.._ 2 . . _
ml“d=ml sinx cosd ——————-—mglsinx =

cosx—mgl sin a.
Z
(m12)” sin? o 3

m1?2sin” o

65
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Una volta ridotte le equazioni del moto € lecito chiedersi se tali equazioni "ridotte" siano
il risultato delle equazioni di Eulero-Lagrange per qualche opportuna Lagrangiana. Una
possibilita che sembra naturale, ma che verificheremo essere errata, ¢ che la lagrangiana
opportuna sia data dalla lagrangiana di partenza in cui € stato sostituito s con la sua

espressione data da f, ovvero

L(qh'-quthh“->qsfhf(q])'--aqsth]»'-qufhps))

Sfruttiamo ’esempio precedente per fornire un controesempio: nel contesto del pendolo

sferico avremmo avuto

A 'LZ 2 AZ
L(oc,éc, ):m <écz+m +mglcosa

m12sin? « 2 (m12)%sin* «
miz , 1 A2
:TO( +Em+mglcoso¢.

Se calcoliamo le equazioni del Eulero-Lagrange per tale lagrangiana, otteniamo

A?
2. .
mlia=————5— cosa—mglsina,
m12sin”

che differisce dalle equazioni corrette per il segno del primo addendo.

La scelta corretta della lagrangiana ridotta ¢ data dalla cosiddetta lagrangiana di Routh.

Definizione 8.4 — Lagrangiana di Routh

Sia s una variabile ciclica per la lagrangiana £ e supponiamo che la legge di
conservazione del momento coniugato ps sia invertibile tramite la funzione f, ovvero

qs = f(q1,..+,qs-1,q1,. .+, ds—1,ps) = f.

Definiamo la lagrangiana di Routh Lg (q1 yee oy Qs—Ty(1y---y qH) associata alle
equazioni del moto ridotte come

L(qh---)qsth])--')qsf])f)_psf-

Osservazione. La scelta di tale lagrangiana é opportuna in quanto, sulle soluzioni
delle equazioni del moto, questa soddisfa le equazioni di Eulero-Lagrange se e solo se
le soddisfa la lagrangiana originale. Infatti

oL N aLR_aL+aL af_ ﬁ_aﬁ
P 0 0qi  0qi 04s 0dqi psaqi 0q;
per ognii=1,...,s — 1. Analogamente
aLR_aL+6L afi ﬁ_aﬁ
04 04 | 04s 04 'U0qi  dds
per ognii=1,...,s — 1. Cid mostra che
gaLg_GLR — gaz oL
dt aql o aql dt aql o aql
perognii=1,...,s—1.

Notazione. Chiaramente quanto detto si applica ad una qualsiasi variabile ciclica
gi. La scelta di qs € dovuta solo alla semplificazione nella notazione.
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Esempio. Verifichiamo quanto detto nell’esempio del pendolo sferico. La lagrangiana
di Routh sara

5 (océc A >_mlzd2+ A +m lcosoc—A—2
R mizsinZa) 2 2m 12 sin? o g m12sin? o
2 2 2
:ml &% — A +mglcosa
2 2m 12 sin? «

la cui equazione di Eulero-Lagrange é proprio

AZ

2. .

mlid = ———=— cosa—mglsina,
m12sin”

che ¢ corretta.

8.2 TEOREMA DI NOTHER

In questo paragrafo studieremo il caso di lagrangiane invarianti rispetto a un gruppo di
trasformazioni con un parametro continuo.

Definizione 8.5 — Gruppo di trasformazioni

Un gruppo di trasformazioni G da Q in sé stesso é un insieme di trasformazioni
invertibili g: QO — Q tale che, detta - una qualche legge di composizione,

1. 91,9266 — 91'926G.

2. (91-92)-93=91-(92-93)-
3. Esiste ] € G tale che g-I1=1-g=g per ogni g € G.
4. Per ogni g € G esiste g~' € G taleche g7 -g=g-g~' =L

\. J

Noi siamo interessati al caso di un gruppo parametrizzato da « € R tale che
go: R" — R™,
Supporremo inoltre che
® g« gp =9ga+p Perogni &, B € R.
o I =go.

e gy € derivabile in o« per ogni o € R.

Esempio (Gruppo delle traslazioni). Prendiamo q € R3 e consideriamo il seguente
gruppo di trasformazioni
9a(q) = g+ atio,

dove M & un vettore unitario. Si vede facilmente che le proprieta da noi cercate sono
soddisfatte in quanto

° 9a09p(q) = q+ (+ B) o = gurp (q)-

* go(a) =a.

e g« € chiaramente differenziabile in o.
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Esempio (Gruppo delle rotazioni attorno all’asse Z). Prendiamo q € R3 e
consideriamo il seguente gruppo di trasformazioni

cosx —sina 0 q1
ga(ﬂ) =|sino cosax O qz
0 0 1 qs

Anche in questo caso si mostra facilmente che le proprieta sono soddisfatte.

Definizione 8.6 — Lagrangiana invariante per gruppi di trasformazioni

Diremo che la lagrangiana L(ﬂ, g) & invariante rispetto al gruppo di trasformazioni
di elementi g4 se

Sia £ una lagrangiana invariante rispetto a un gruppo di trasformazioni di
parametro « € R. Allora il sistema ammette la seguente grandezza conservata

(98) = 53 (00)-1(0)  dowe £(8) = fou8)]

- J

Dimostrazione. Supponiamo che £ sia invariante rispetto al gruppo di trasformazioni g,

quindi per definizione
. 00« .
£la:) = £ (9a(0) (@) -4)

Cio significa che £ non dipende da «, per cui

d 00« ) B
T OO (ORI
Quindi, sviluppando la derivata, si ottiene
oL d oL 0f(q)
— «.—==q=0.
2q da9*W| _ +352q 4
a b

Se q = q(t) & soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange e g = {(t), allora la precedente
espressione diventa

e : oL o ()
it ag (4(140) +£(a(0) + T (al0),4(0) (ag) a0 =0,
ovvero . "
&t @(q(t),g(t)).f(ﬂ(t)) —0,

quindi I(ﬂ, g) é conservata. O
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Esempio (Sistemi di particelle invarianti per traslazioni). Supponiamo di avere un
sistema di particelle x(V), ..., x(™) € R3 di masse my,..., myn e definiamo

1(1 )
X = c R3N
x(N)
e M la matrice delle masse. La lagrangiana meccanica associata al sistema & pertanto

N
o .
) =Y SROE—uED,...,x™) = s Mx—U(x).

L(x,x 5 x

j=1

Supponiamo che il sistema sia invariante per traslazioni nella direzione €7, ovvero

u(l(”»---aﬁ(N)) = U(L(” +0(é1,...,X(N)+“é1)_

Quindi £ ¢ invariante rispetto al gruppo di trasformazioni di elementi

d ‘!
f) = 3a9=()| =1 :
€1
Pertanto la grandezza conservata ¢
e N AR
I(0%) = 57 £(9) = Mx- é; = j;m,-x(” e =P-e,
' =

dove P ¢é la quantita di moto totale.
Osserviamo che se il sistema fosse invariante pere traslazioni anche rispetto a €, e €3,
allora P - ey sarebbe conservata per k = 1,2, 3, ovvero

N
P=> mxlj)
j=1

€ conservata.

Esempio (Sistemi di particelle invarianti per rotazioni). Se in un sistema analogo
al precedente U é invariante sotto rotazioni rispetto all’asse €y, tramite il teorema di
Nother si dimostra che L« e, & conservata, dove

N
L=Y mx® Az
j=1

¢ il momento angolare totale.
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Parte IV

Cambiamenti di sistemi di
riferimento e corpo rigido



CAMBIAMENTI DI SISTEMI
DI RIFERIMENTO

Stabiliamo una notazione che utilizzeremo nel corso del capitolo. Definiamo un sistema
"fisso" k ed un sistema "mobile" K in R3 definiti dai seguenti versori e dalle origini O, O’:

k = (0,er1,e2,¢€3) e K = (0',11,1M2,13).

I vettori in minuscolo faranno riferimento al sistema di riferimento fisso, mentre quelli in
maiuscolo al sistema mobile. Quindi in generale avremo

v=vié1 +v8 +Vv3é3 e V=Vi + Voriz + Vaiis.

Q.1 LEGGI DI TRASFORMAZIONE DELLA POSIZIONE

Preso un punto materiale P che si muove nello spazio, vogliamo descriverne il moto sia nelle
coordinate di k che in quelle di K. I sistemi sono visibili graficamente nella figura seguente

n2

k ké3 K

[Ka}
=

@)
oV
N

€1

Le coordinate di P possono essere espresse nei due sistemi di riferimento:

OP =qie1 + q2€2 + q3é3 e  O'P=QiM + Qon2 + Qsfz,

inoltre
OP =00"4+0'P < q1é1+ 26, + q3€3 =1181 + 1283 + 1383 + Q171 + Q2M2 + Q313,

da cui si ottiene la relazione

i s Qi1(M1); + Q2(M2); +Q3(M3),
Q| =17+ QM) +Q2M2), +Q3(13), dove (ii); =M+ &.
q3 T3 Q1(M1)3 + Q2(M2)3 + Q3(N3);3
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Possiamo quindi introdurre la matrice di rotazione B definita dalle proiezioni delle fj; sulle

éj:
(ﬁl)] (ﬁ2)1 (ﬁ3)1
B= (M), (M2), (A3),| =0 7z A3)
(ﬁ1)3 (ﬁz)g (ﬁ3)3
Osservazione. B ¢ la matrice di rotazione che descrive la posizione di (f1,72,13)
una matrice rispetto al sistema fisso. Inoltre B ¢ una matrice ortogonale, in quanto fj; *N)j = 0i,j.
ortogonale ¢ tale Ricordiamo che una matrice ortogonale ha determinante +1, infatti

che B-1 =B
I[d=B 'B='BB = 1=det'B detB = (det B)?.

In particolare det B =1 se la terna (fj1,f2,A3) ¢ destrorsa.

Dalla matrice di rotazione deduciamo la legge di trasformazione della posizione:

q=r+BQ.

Legge di trasformazione della posizione

Osservazione. 1l sistema mobile K pud essere dipendente dal tempo, cioé vi & la
possibilita che
r=r(t) e B=B(t).

In generale faremo sempre questa assunzione, ed esplicitamente la legge di
trasformazione sara

q(t) =r(t) + B(t) Q(t).

0.2 LEGGE DI TRASFORMAZIONE DELLA VELOCITA

Ci occupiamo ora di ottenere una legge analoga per le velocitd. Derivando la legge della
posizione avremo

g=1+BQ+BQ.
Cerchiamo di semplificare il termine B Q:
BQ=BB 'BQ=B'BBQ=MBQ=M(q—1),

dove M = BB~ = B 'B. Osserviamo che M & antisimmetrica, ovvero *M = —M, infatti

d . .
B'B=1d = —(B'B)=0 < B'B4+B'B =0,
da cui

‘M="(B'B)=B'B=-B'B=—-M.

In particolare, un quanto matrice antisimmetrica, M sara della forma

0 a2 a3 0 —w3 w2
M= |—a 0 as | =| ws 0 —wi),
—aijz —azz O —wy  Wwj 0

dove w1, w2, w3 sono le componenti di un opportuno vettore w. Questa notazione serve ad
evidenziare che applicare M ad un vettore v é come calcolare il prodotto vettoriale w A v,
infatti

0 —w3 w3 V1 —w3Vvy + Wwv3 i j k
Mv=| w;3 0 —Ww1 v = wa3vi—wivy | =lw; wy w3 =wAw.
—Ww72  wWj 0 V3 —w2Vv1 + wiv2 Vi v2 V3
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Riepilogando la nostra attuale legge di trasformazione delle velocita é
g=1+MBQ+BQ=i+wA(q—1)+BQ,

dove il primo addendo & detto wvelocita di traslazione e il secondo wvelocita rotazionale di
trascinamento.

Osservazione. In questa scrittura, w ha l'interpretazione fisica della velocita angolare
istantanea della terna (fj7,f2,73) rispetto al sistema fisso. Questa interpretazione
puo essere verificata analiticamente, infatti

d

B=— (M M2 f3)=(4 4 9)=BBB=MB=M(0 2 73)
= (MM MnA; Mnz)=wWAm wAf2 wAR3)
per cui .
(?;:QAﬁi per i=1,2,3,
in particolare dfR; = wdt A fi. Cid mostra esplicitamente la validita

dell’interpretazione precedente.

Esempio. Consideriamo il caso in cui fj3 coincida con €3 e 1jj,72 ruotino attorno
ad esso. Troviamo esplicitamente w per convincerci del significato fisico. Il sistema
é quello rappresentato in figura:

é3 AM3
N2
&(t) €
€1
uk
La matrice di rotazione ¢ data da
cosx —sinax 0
B= (i1 M2 fA3)=|sina cosax 0
0 0 1
Da cui possiamo calcolare M = B 'B:
—sinx —cosax 0 cosx sinx 0 0o -1 0
M=& | cosx —sinx 0 —sinx cosax Ol =& (1 O O
0 0 0 0 0 0 0o 0 0

Infine possiamo associare ad M il vettore w = (0,0, &), il quale, come ci aspettavamo,
ha le caratteristiche di una velocita angolare.

. J

Per completare la legge di trasformazione delle velocita, portiamo w nelle coordinate del
sistema mobile:

w = wier + wzeéx +wzez = Q1M + QM2 + Q313 =BAO.
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Quindi
wA(g—1)=wABQ=BAABQ=B(QAQ),

dove l'ultima uguaglianza é vera poiché il prodotto vettoriale é covariante rispetto alle
rotazioni. Infine, scrivendo

=BV conV=B""

possiamo scrivere la legge di trasformazione delle velocita:

g=B(V+QAQ+Q).

Legge di trasformazione delle velocita

0.3 LEGGE DI TRASFORMAZIONE DELLE FORZE

Tramite queste leggi di trasformazione possiamo calcolare le equazioni del moto in K corri-
spondenti, nel sistema fisso, a

ou

mqg=1=f(q) =—5—1(q).
G="f(a) =5, ()
Queste ultime corrispondono alle equazioni di Eulero-Lagrange per la lagrangiana meccanica

£(9,4) =5 la” - u(q).

Ci basta quindi applicare le leggi di trasformazioni a £ per trovare la corrispondente lagran-
giana £ (Q Q) nel sistema mobile.

~ . m . 2
£(QQ) =5BNM+aAQ+ Q) ~U(r+BQ).
Osserviamo che B ¢ una matrice ortogonale, per cui [Bv|? = [v|?, infatti
By =Bv-Bv=v-('BBy) =v-v=pl.

Per cui otteniamo

LQQ =FV+QAQ+QP ~U(r+BQ).

Lagrangiana meccanica nel sistema mobile

Per il calcolo delle equazioni di Eulero-Lagrange ¢ utile sviluppare il modulo della lagrangiana,
ottenendo

L(QQ) =5 VP +12A Q2 +I1Q +2V+(QAQ) +2V-Q+2Q-(QAQ)] ~U(+BQ).
Inoltre sfruttiamo la seguente proprieta del prodotto vettoriale
u-(vAw) =w- (uAv) =v- (wAu),
per ottenere le seguenti relazioni
QAQPE =(QAQ)- (QAQ

V-(QAQ) =
Q- (QNQ)=Q- (g Q).

Procediamo quindi con il calcolo delle equazioni di Eulero-Lagrange:

\zO
—~

(Q/\Q)/\Q);

—=m(Q+V+QAQ),
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analogamente
oL : au
56:mquyAg+myAg+mgAg——6@+B@,
dove (B Q)
ou ou ; ou
r+BQ)=) —(r+BQ —J) =) Bji— (r+BQ),
oq. TP ; 5 P9 g, ; 112, BY
=Bj:
da cui definiamo U AUl
t —1
= —— = — - == f
F ag(I+BQ) Bag@+39) B
Possiamo a questo punto calcolare ’equazione di Eulero-Lagrange:
d oL oL . . . .
—— = — \% anN ONQ=—mOAN QA
) agc)mg—i—mi—i—mi Q+mAANQ=-mQA(QAQ)

~mOQAV-mQAQ+F

le quali ci forniscono

mQ=F-mOAQ-2mOQAQ-mQA(QAQ)-m(V+QAV).

Equazioni del moto nel sistema mobile

Notazione. Le forze aggiunte a F si dicono forze fittizie, in particolare:
o Il termine meQ/\Q si dice forza di Coriolis.
o Il termine —mQ A (Q/\Q) si dice forza centrifuga.
o Il termine —mQ/\Q si dice forza inerziale di rotazione.

e Il termine —m (M + Q/\M) si dice forza inerziale di traslazione.
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10.1 INTRODUZIONE

Definizione 10.1 — Corpo rigido

Un corpo rigido € una collezione di N punti materiali q; di masse my, le cui distanze
reciproche sono costanti nel tempo, ovvero

|ﬂi(t) -4 (t) = dy.

Notazione. La condizione che definisce i corpi rigidi prende il nome di condizione
di rigidita.

Definizione 10.2 — Sistema di riferimento solidale al corpo rigido

La condizione di rigidita implica ’esistenza di un sistema mobile solidale al corpo
K= (O/)ﬁ1)ﬁ2)ﬁ3))

tale che Qi = 0 per ogni i.

Il sistema é rappresentato nella figura seguente:

oV
N

€1
Tramite il formalismo del precedente capitolo, possiamo scrivere le leggi di trasformazione

per il nuovo sistema di riferimento:

q, =r+BQ, e gi=j+g/\(gi—[).

Leggi di trasformazioni del corpo rigido
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Il nostro obiettivo & dedurre, tramite le leggi di trasformazione, le proprieta cinematiche
del corpo rigido in una forma con cui sia possibile lavorare nella pratica. In particolare ci
occuperemo di trovare formule per

e Energia cinetica.
e Quantita di moto.

e Momento angolare.

10.2 ENERGIA CINETICA

In un sistema di N corpi, I’energia cinetica é data da

T= Z |q 2 conﬂi€R3.

In un corpo rigido, se i punti materiali sono descritti dagli atomi, N ~ 10%*, cio rende
impossibile lavorare direttamente con questa espressione di energia cinetica. Sfruttiamo la
legge di trasformazione della velocita:

2

i=1

N N
g%z wA (g, -1)]P =Y D[RR+ 21 (@A (g, — 1) +lw A (g, — 1P

Facciamo riferimento ai tre addendi della sommatoria rispettivamente con (A), (B) e (C) e
cerchiamo di semplificarne le espressioni:
e (A): detta M la massa totale, avremo
N
y M- Mg
, 2 - 2 -
i=1
e (B): portiamo 7t fuori dalla sommatoria

imi(&/\ (qi—r))] _—

i=1

o (frato)]

i=1 i=1

Ricordando che I’espressione della posizione baricentro & data da

1N
I'c = M Z mid;,
i=1
e sostituendo nella relazione precedente otteniamo
(B) =1+ (wA Mrg—Mr)) =Mi-(wA (rg —1)).

In particolare osserviamo che una scelta opportuna del centro del sistema mobile é
proprio il baricentro G, per cui

0'=G = r=1r5 = (B)=0.

e (C): passiamo nelle coordinate mobili

N
%ZmﬂgA(ﬂi—T ZmJB (QAQ,) Zml|Q/\Q|2
i=1

ora

IOAQIF=(QAQ)-(QNQ)=[QN(QNQ)]-Q,

77

ovvero la somma
delle masse
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inoltre, detto Q un generico Q., si ha

Q3+Q3 —QiQ2 —QiQs Q;
QN (QAQ) =| —Q1Q2 QF+Q% —Q:Q3 Q| =SQ.
—Qi1Qs  —Q2Q3 QF+Q3/ \Qs

Dove osserviamo Sy, = |g|26k,1 — QxQq. Per cui

(=1

N

N
;mig-sig dove (Si)iq = 1Q,1*8k,1 — (Q,), (Q,),-

. . . . N .
Introduciamo la matrice d’inerzia 1 = ) :_ ; m;S; per ottenere ’espressione
i=1

Pertanto, preso O’ = G il baricentro, deduciamo ’espressione dell’energia cinetica

M . 1
T= > ligh +5Q-10.

Energia cinetica del corpo rigido
Il primo termine dell’equazione corrisponde al contributo dell’energia cinetica traslazionale
del baricentro se identificato come una massa puntiforme di massa M. Il secondo termine

corrisponde al contributo dell’energia cinetica rotazionale del corpo.
Osserviamo che, dal momento che S; é reale e simmetrica, la matrice d’inerzia

N
1= Z miSi,
i=1

é a sua volta reale e simmetrica. Inoltre si mostra che I é definita positiva, infatti

3
w-Su= Y we(IQP8k1 — QuQu) w = QP ul — (Q-u)” >0,
k,1=1

dove 'ultima disuguaglianza segue per Cauchy-Schwarz. Da cio segue che I ammette una
base ortonormale di autovettori v1,V2,V3 con autovalori Iy, 15, 3.

Notazione. Gli autovalori Iy, 15,13 si dicono momenti principali di inerzia, mentre
le direzioni individuate da v1,V2,V3 si dicono assi principali di inerzia.

Questo ci fa intuire che é conveniente scegliere la terna del sistema di assi del sistema solidale,
coincidente con gli assi principali di inerzia. Riepilogando il sistema mobile sara

(O',A1,M2,M3) = (G, V1,V2,V3).
Con questa scelta, I'espressione dell’energia cinetica si semplifica ulteriormente:

1

T:E

. 1
Mgl +3(1Q7 + L0 + [03)

Teorema di Konig
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10.3 QUANTITA DI MOTO

La quantita di moto totale ¢ data da

N
= E mlf
i=1

Ricordando che la velocita del baricentro é
1N
M Z my Qi_)
i=1

si vede immediatamente che, indipendentemente dalla scelta del sistema mobile, la quantita
di moto totale del sistema ¢ la stessa che avrebbe una massa puntiforme di massa M nel
baricentro, ovvero:

E: MiG'

Quantita di moto totale del corpo rigido

10.4 MOMENTO ANGOLARE

Supponiamo che il sistema mobile sia scelto in maniera opportuna con O’ = G, il momento
angolare totale sara dato da

N
L:Z (4, —1)Ag, —Zml (4, — 1) N4,

i=1

Applicando la legge di trasformazione per le velocita, si ottiene

;mi(ﬂi*IG) Nig +;mi(ﬂi —16) N [wA (g —16)]-

Ora N
Z q —rG Zmlq —rGZml Mrg —Mrg =0,
i=1
da cui
N N
Zmi(ﬂi —1g) Nig = [Zmi(qi—fc)] Nig =0.
i=1 i=1
Quindi
N N
L= Zmi(ﬂi —16) N [wA (g, —1g)] = BZmi QN (QANQ,)
1= F D N
= =t siQ
N
=B) mi$;Q=BIQ
i=1 I
Ovvero

le—
Il
os]

I—

con L=1Q.

Momento angolare totale del corpo rigido
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Osservazione. In coordinate, la relazione L =10 ¢é equivalente a

Ly =1,
L, =10,
L3 = 1303

Esempio (Corpo rigido con punto fisso). Questo caso speciale ¢ interessante in quan-
to si presenta in diverse applicazioni. Un esempio tipico si ha con il giroscopio oppure
con il pendolo fisico. In tale situazione & preferibile scegliere O’ = O come il punto
fisso del corpo rigido; la scelta delle direzioni del sistema mobile & sempre quella degli
assi principali di inerzia. Cosi facendo le leggi di trasformazione sono

ﬂi:Bgi © gi:QAﬂi:B(Q/\Qi)'

Da cui dicendono le tre equazioni della cinematica:

N
_y M 2_ 1 .
T=) S 1QAQP=50-10;
i=1
B: MiGa
1=BL=1Q

10.5 DINAMICA DEL CORPO RIGIDO

Le equazioni della dinamica del corpo rigido, o equazioni di Eulero, sono due equazioni
differenziali che descrivono il moto di un sistema di corpi, studiando il comportamento globale
a prescindere da cio che avviene per le singole componenti.

La prima equazione si ottiene derivando la quantita di moto totale del sistema:

d da X N
TP mid =Y mid =) f,

i=1 i=1 i=1

dove f; sono le forze agenti sulla singola componente. Decomponiamo tale forza nella sua
parte esterna, attiva e conservativa e nella sua reazione vincolare:

fi = + Ry,

dove supporremo R; ideale nel senso del principio di D’Alembert. Pertanto si ottiene

e ffor + Rror

Dimostreremo che Rrot = 0: definiamo

q] B]

[=
Il
o

|~
Il

ﬂN BN
Ricordiamo che, il principio di D’Alembert chiede che per ogni istante ty si abbia
R(x(to), x(to)) -v =0,

dove v ¢ la velocita virtuale. Quest’ultima ricordiamo essere un vettore dello spazio tangente
al vincolo in x(tg) oppure, equivalentemente, la velocita di un altro "possibile moto" del
corpo rigido, il quale passa per il punto x(tg) al tempo to. La strategia ¢ scegliere un moto
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virtuale adattato a dimostrare la nostra tesi. In particolare scegliamo

q,(t) o
x(t) = : dove q, (t) = q,(to) + xfo(t —to) = Xx(t) =x(to) + ax(t—to) | :
QN (t) o
Da cui la velocita virtuale
Mo
v = i72(’() = | :
Toodt Ty, R
o
Per il principio di D’Alembert, avremo
R; U N N
R(x(to),x(to)) s v=0 <= « =0 = O:ocZBl flg = afig ZB xfg*RroT
RN ﬁo i=1 i=1

Possiamo quindi scrivere la prima legge di Eulero

Mig = f‘er)ST-
Prima legge di Eulero

La seconda legge si ottiene studiando la variazione del momento angolare 1. Inizialmente si
ottiene

d N
*r*cTZ (a; —16) N g, —Zmlq A4, —Zmﬂ“eAq +Zml ra) Ay
i— i=1 i=1

dove il primo addendo ¢ nullo poiché ¢ nullo il prodotto vettoriale 4, /\ g, , il secondo ¢ nullo
in quanto

N N
D midg NG =fg A Y mig, =i AMig =0.
i=1 i=1
Quindi
N
—I—Zm1 q,— 1)\, :Z (9, — 1) Nf
i=1
Nuovamente scomponiamo la forza nella sua componente attiva e nella reazione vincolare
fi =7+ Ry,

cosi da ottenere

Q—-‘Q

N N
Z q; —16) N (FF¥ +Ry) =nfor + Z (9, —16) AR;.
i

i=1

Vogliamo dimostrare che

N N
Z (4, —16) AR = Zﬂi ARy =0,
i=1 i=1

dove abbiamo gia potuto eliminare la parte con rg in quanto, avendo dimostrato Ryt =0,

si ha
N

D 16 AR er/\ZR =15 ARror =0.

i=1
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Sfruttiamo nuovamente il principio di D’Alembert

R(x(to),X(to)) *v =0,

dove, in quanto caso, scegliamo v la velocita virtuale associata ad un moto virtuale sull’asse

q,(t) cos (a(t—to)) —sin(x(t—to)) O\ /qi,i(to)
x(t) = dove q.(t) = g, (to)+ | sin (e(t—to)) cos(x(t—to)) O qi,2(to)
QN (t) 0 0 1 qi,3 (t())
da cui la velocita virtuale
Yy
d .
V= al(t) —t = : )
YN
dove
d 0 -1 0 qi1 (to) —ql,z(to)
AZEE(U =ax |1 0 0 qi,2(to) qi,1(to)
t=to 0o 0 0 qi)g(to) 0
Da cui

N N N
Rev=73 Ri-vi=) af-Riiqi2+Ri2qi1) =a ) (4, ARy
i=1

i=1 i=1

Ripetendo il procedimento con velocita virtuali associate al moto virtuale sugli assi €1, €2,

si ottiene che
N

N
D (4, AR);=0Vj=1,23 = ) q AR =0

i=1 i=1

Da cui la seconda legge di Eulero

N
d X X
Frite nfor  dove nfor = ; (q; —16) NP

Seconda legge di Eulero

Esempio. Studiamo il caso notevole in cui

fieXt =mig = f'eF)gT = Zmlg = Mg
Dalla prima legge di Eulero otteniamo
p=Mig=Mg < icg=g,
che ci fornisce la legge del moto
t6(t) =16 (0) + ¢ (0) t + s gt2.

Dalla seconda legge otteniamo

N N
d
nfor =) (4, —rc)Amig= [Zmi(qi—fcs)] ng=t = =L=0,
i=1 i=1

per cui il momento angolare é conservato. Questo caso corrisponde ad equazioni di
rotazioni libere in assenza di forza esterna.
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Nel caso in cui | sia conservata e ricordando che

si ottiene

dove abbiamo sfruttato la relazione di B con w:
BL=B'BBL=MBL=wABL=BQABL.

Quindi

%Lzo — L=LAQ < I0=1IQAQ,

che sono le cosiddette equazioni di Eulero

LO = (1 —13) Q03
LO; = (I3 —11) Q30;
303 = (11 — 1) 010,

Equazioni di Eulero

Osservazione. Si dimostra direttamente, che tali equazioni di Eulero ammettono le
seguenti grandezze conservate

—_—

Tror =507+ L03 +1303) e L*=1H07+1303 + 1303

Studiamo cosa succede quando 1 si conserva e il sistema ha particolari simmetrie:

e Se I} =1, =13 #0 allora

I, 0 ©
I=L1Ild=(0 I; ©
0 0 I

Ora 1 é costante, inoltre
1=8B (IQ) =B (IﬂdQ) =1 (BQ) =TlLhw,
per cui w & costante e abbiamo pertanto un moto rotatorio uniforme.

o Se 1 =1 #0 e I3 =0, le equazioni di Eulero diventano

LO; =1,0,0;
LOQ, =-10,03

da cui
} I, 0 O [OF 1 0 0 [OF]
I1I0=6L1dQ «— 0 I O Q| =L(0 1 0 [OF)
0O 0 0 Q3 0 0 1 0

Quindi possiamo applicare il ragionamento del caso precedente pe ottenere
l= I]@)

da cul @ costante.
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e Selj =1, #0 e I3 # 0 il sistema & descritto da tre angoli, detti di Eulero. In

particolare si hanno ’angolo ¥ di nutazione, I’angolo ¢ di precessione e ’angolo 1V di
rotazione. Risolvendo esplicitamente le equazioni di Eulero si ottiene

. . L . 1 1
9 =0; (p:I—; ll):L<—>cosf},
1
che corrisponde ad un moto complessivo quasi periodico, dove si ha un moto relativo
a @ ed uno relativo a dip.

Se I; # I, # I3 # 0 si ha il caso generale. Nel quale si avra, oltre ad un moto di
precessione e ad uno di rotazione, anche un moto di nutazione per via dell’andamento

di 9.



Parte V

Meccanica Hamiltoniana
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11 FORMALISMO
HAMILTONIANO

11.1 INTRODUZIONE

La meccanica hamiltoniana é una riformulazione della meccanica classica introdotta nel 1833
da William Rowan Hamilton a partire dalla meccanica lagrangiana, descritta inizialmente
da Joseph-Louis Lagrange nel 1788. La dinamica di un sistema fisico é caratterizzata dal
fatto che il moto di un corpo tende a rendere stazionaria (a variazione nulla) una quantita
astratta detta azione, un funzionale definito come l'integrale nel tempo della lagrangiana.
Solitamente questo corrisponde a minimizzare I'energia del sistema dinamico considerato,
che é la somma dell’energia potenziale piu ’energia cinetica. La meccanica hamiltoniana fa
corrispondere all’energia una funzione scalare detta hamiltoniana, e le equazioni del moto di
Eulero-Lagrange, che erano alla base della descrizione di Lagrange, vengono ora riscritte nello
spazio delle fasi (grazie cioé ad una diversa scelta delle coordinate) nella forma di equazioni
di Hamilton per 'hamiltoniana.

Nel contesto di questa trattazione considereremo una lagrangiana indipendente dal tempo

L(ﬂ,g) con q,gq € R™

e i momenti coniugati
oL ( )
Pi= 041 9,9)-
Come gia accennato, le equazioni di Hamilton sono una riformulazione delle equazioni di
Eulero-Lagrange, in particolare sono un riformulazione in termini di q e p.

Definizione 11.1 — Lagrangiana regolare .

La lagrangiana L(g, ﬂ) si dice regolare se i momenti coniugati p sono invertibili
rispetto a {, ovvero se possiamo scrivere

4="F(q,p).

Osservazione. 11 caso tipico di maggiore interesse per le applicazioni é quello in cui
L(ﬂ, ﬂ) ¢ convessa nelle g per ogni ( fissato. Nel qual caso £ ¢ regolare.

Esempio. o Consideriamo la lagrangiana meccanica:

. m .
£(a,4) = 5 141" — U(q)
i suoi momenti coniugati saranno

—

Pi mgi = p=mg.

In particolare

al

p=E(a,p).

. ) 1

Quindi £ é regolare.
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e Consideriamo la tipica lagrangiana meccanica in presenza di vincoli:

£(0,d) = 74-M(@d-U(a)  con M(q) >0.

Analogamente al caso precedente avremo

p=M()q <= 4=M "(9)p,

ovvero anche questa £ & regolare.

Definizione 11.2 — Funzione di Hamilton

La funzione di Hamilton J{(Q,E), o hamiltoniana, €& ’espressione dell’energia
generalizzata scritta in termini di q e p, ovvero

3(q,p) =F(q,p) *p — £(q,F(q,p))-

Osservazione. Come detto la definizione discende direttamente dall’espressione
dell’energia generalizzata

. oL .
E=d-5y ~*(@a)
Da cui, sostituendo
— 8713 F( ) — @
P= ag € Har) =9

si ottiene ’espressione di H (ﬂ, E)'

Esempio. Consideriamo le lagrangiane dell’esempio precedente e calcoliamo la
funzione di Hamilton:

e Consideriamo la lagrangiana

allora
1 m [pl? 1. .,
Hap) = pp—| 5 7 ~Wa) | =5 b +U(q).

o Consideriamo la lagrangiana

4-M(q)g—U(q)  con M(q) >0,

N —

£(g,4) =

Proposizione 11.3 — H{ come trasformata di Legendre di £

La funzione di Hamilton H ¢& esprimibile come trasformata di Legendre della

lagrangiana £ a cui € associata.
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Dimostrazione. Consideriamo la combinazione

p-v—~L(q,v)

e pensiamo ad essa come funzione delle v a (q,p) fissate. I punti stazionari di tale
combinazione corrispondono alle soluzioni di

%[B-E—L(ﬂ»x)] =0,

ovvero oL
P35, (@) =0 < v=F(4,p)

quando £ é regolare. Studiamo la natura del punto di stazionarietd v = E(ﬂ, B): se £
¢ convessa nelle ¢ e p fissate, allora pev— L(ﬂ,y) ¢ concava nelle v e (ﬂ,p) fissate.

Pertanto, se p +v — £ ammette un unico punto di stazionarieta, allora tale punto ¢ un
massimo globale e il suo valore sul punto di massimo ¢

Per cui possiamo scrivere

che é proprio la trasformata di Legendre di £. O

.

Osservazione. Dal momento che la £ é convessa, la trasformata di Legendre ¢ inver-
tibile e la sua inversa & essa stessa una trasformata di Legendre, in particolare si
ha

£(d,v) =max{p-v—3(q,p) }-

Si dimostra (noi non lo faremo) che la trasformata di Legendre ¢ ben definita per
funzioni L(ﬂ, y) convesse nelle v per ogni ¢ fissato.

11.2 EQUAZIONI DI HAMILTON E TEOREMA DI
LIOUVILLE

Le equazioni di Hamilton sono le equivalenti delle equazioni di Eulero-Lagrange per la
lagrangiana £ (ﬂ , ﬂ), una volta che quest’ultima sia legata all’lhamiltoniana JH dalla relazione

3(q,p) =F(q,p) *p —£(q,F(g,p)).-

Tali equazioni si derivano a partire da H derivando nelle sue componenti. Cominciamo
derivando nelle componenti q;:

0K OF L L OF L ddL  d

0qi  0qi T dqi 04 0qi  0q  dtag,  dt

Pi

da cui si ottiene la prima delle due equazioni

. OH
pl - aql .
La seconda si ottiene analogamente derivando rispetto a pi:
0XH oF 0L OF
—_ = . F. —_ e = =
api api E+ 1(Q’B) aq api I(Q‘B) qi
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da cui si ottiene la seconda equazione

0H
opi

qi =

In forma compatta troviamo ’espressione delle equazioni di Hamilton:

Equazioni di Hamilton

Consideriamo la funzione di Hamilton ﬂ{(ﬂ , E)' Detto x = (ﬂ , B) € R?™, definiamo il
campo vettoriale hamiltoniano come segue:

che ha come componenti le equazioni di Hamilton.

Osservazione. Possiamo riscrivere

% _(o Id) 30| _ 0%
—gx —Id 0/ g% ox’

dove ] é detta matrice simplettica standard. Possiamo quindi ridefinire le equazioni
di Hamilton tramite una scrittura compattas:

2 93
9= 3p o L OH
{f’=—%“ = 2=l =5y

Proposizione 11.5 — Campo vettoriale hamiltoniano ha divergenza nulla

Consideriamo il campo vettoriale hamiltoniano fg;. Allora

lefj{ =0.

Dimostrazione. Tramite la scrittura compatta delle equazioni di Hamilton, mostriamo
che f4; & a divergenza nulla, ovvero che

of
lef}( 72 a;}(’fl =
1

Infatti

2n n n n
61’9{1 0 0K 0 ( a:%) ( 02K 02K )
+ (=) = =0 O
Z 0qi 0p4 ; opi \ 9qi Z 0q:i0pi  0p:dqs

i=1
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C Teorema 11.6 — di Liouville

Il flusso hamiltoniano preserva il volume dello spazio delle fasi, nel senso seguente:
dato A C R?™, sia @¢(A) il suo evoluto al tempo t, allora

Vol(A) = Vol(¢(A))  dove Vol(A) = J d*"x
A

& J

Notazione. Con l'evoluto @¢(A) al tempo t intendiamo

et(A) ={oe(x) [ x€A},

dove @y (1) ¢ la soluzione di x = fg (l) con dato iniziale x(0) = x,.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che
Vol(g¢(A)) = Vol(A) < J d?™x = sznl.
@ (A) A
Scriviamo x’ = @y (l) ed eseguiamo un cambio di variabile all’interno dell’integrale:
J a2y J | det M(t,x)| d2"x,
@ (A) A

dove M(t,&) é la matrice jacobiana associata alla mappa del cambio di variabile, in
particolare

0Q¢i
M (1) = 5 (9)-

Quindi, per dimostrare la tesi, é sufficiente dimostrare che det M(t, 5) = 1. Innanzitutto
osserviamo che

9o(x) =x = M(0,x) =1d = det M(0,x) =1.

Pertanto, se mostriamo che det M & costante in t avremo proprio che detM = 1.
Dobbiamo quindi mostrare che

d
— det M (t,x) = 0.
dt ( ’7)
Scriviamo I'espressione del rapporto incrementale per studiare la derivata. Ora

0
My; (tJth,l) = g@tﬁ—dt,i(ﬁ))
j

dove
@rrar(x) = x(t+dt) = x(t) +xdt = x(t) + f5¢ (x(t)) dt = @ (x) + fyc (@ (x)) dt.

Pertanto

0 0 Of 4 -
aT(j(Ptert,i(l) = ach(pt’i (l) + %}_’1((%(3)) dt,
quindi
Mo (Lt x) = Mg (43) + 25265 (g 1) dt = Mg (1) 40 3 20258 gy ) 2205y
1) y & y\hH& an & y\HhHa — an & an a3
2n

=My (t,x) + Z Ak (t,x) My (t,x) dt.
k=1
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Riepilogando
M(t+dt,x) = M(t,x) + A(t,x) M(t,x) dt = (1d+ A(t,x) dt) M(t,x).
Da cui otteniamo

det M(t +dt,x) = det (Id+ A(t,x) dt) det M(t,x).

Cerchiamo ora l’espressione di det (Id + A dt) a meno di termini di ordine superiore al
primo, i quali sono ininfluenti nel calcolo della derivata. Ora

(Id + Adt) = 0y; + Ay dt,

ij
da cui si dimostra facilmente che

det (Id+Adt) =1+ (A1 + A2z + ...+ Apn) dt + O(dt?) = 1+ TrAdt + O(dt?).

Quindi
det M(t +dt,x) = (1 +TrA(t,x) dt) det M(t,x),
da cui
det M(t + dt —det M (t
e M (1) = JtMIEFALR) Zdet ML) s det M () = 0,
dt dt
in quanto
2n Of -
TrA=A11+An+...+Ann :;54)}:1& =divfy =0.
Quindi
Vol(g¢(A)) = J "y’ = J | det M(t,x)| d*"x = sz’z = Vol(A). m|
@t(A) A A

11.3 PARENTESI DI POISSON

Definizione 11.7 — Osservabile sullo spazio delle fasi

Un’osservabile sullo spazio delle fasi ¢ una funzione f in funzione delle q e p:

f=1(q,p).

\.

Definizione 11.8 — Parentesi di Poisson .

Date due osservabili f = f(ﬂ, E) eg= g(ﬂ, E), definiamo come parentesi di Poisson
di f e g l'operazione seguente:

_of 9g of 0g
{f,g}—aﬂ op op aq’

Osservazione. Fissato f, la parentesi di Poisson {f,g}, pud essere vista come un
operatore differenziale D(g) dipendente da f e applicato a g, infatti:

of 0 of 0
9= (3435~ 24) ¢
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Esempio (Parentesi di Poisson fondamentali). Se f = g; si ha

0
{ai, 9} = Fry
Analogamente se f = p; si ha
0
pi, gl = “3q. Y

Nel caso speciale in cui anche g = ¢; oppure g = pj si hanno
{qi,q;} =05 {pi,Pj} =05 Ty ol = G5

Queste relazioni prendono il nome di parentesi di Poisson fondamentali.

Proposizione 11.9 — Evoluzione temporale di un‘osservabile

Sia f = f (g, 1_)) un osservabile e supponiamo che (ﬂ (t),p(t)) sia una soluzione delle

equazioni di Hamilton per I’hamitoniana H = J—f(ﬂ , E)' Allora I’evoluzione temporale

di f é data dalla seguente legge )
f ={f, H}.

legge di evoluzione sara la seguente:

d of . of .
af(g(t),g(t)) =3 - q(t) + » -p(t).

P nell’espressione precedente, ottenendo

. Oof O0H of oK
‘"o apog M

Di seguito elenchiamo alcune proprieta elementari delle parentesi di Poisson, date f = f( q, E)

e g =9(q,p) due osservabili.
Proprieta 11.10. Antisimmetria:

{f) 9} = _{9, f}

Proprieta 11.11. Multilinearita:

{fy,A1g1 +A292} = Mi{f, g1} + Ax{f, g2}

Dimostrazione. L’osservabile f al tempo t sara descritta da f(g(t),g(t)), per cui la sua

Ora, se (ﬂ (t),B(t)) sono una soluzione delle equazioni di Hamilton, posso sostituire g e

[ Osservazione. La multilinearita vale per entrambi gli argomenti.

Proprieta 11.12. Regola del prodotto:

{f, 9192} ={f, g1} 92 +{f, g2} 91.
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Osservazione. Questa regola ¢ analoga alla regola di derivazione del prodotto di Leib-
niz. Tale analogia é dovuta alla struttura di operatore differenziale delle parentesi di
Poisson.

Proprieta 11.13. Identita di Jacobi per tre osservabili f, g, h:

{f>{93h}} + {gv{ha f}} + {h) {f, 9}} =0.

Proposizione 11.14 — Caratterizzazione degli integrali primi come

osservabili

Sia f = f(q,p) un’osservabile e supponiamo che (q(t),p(t)) sia una soluzione delle
equazioni di Hamilton per ’hamiltoniana 3. Allora f é un integrale primo se e soltanto

se
%f(ﬂ(t)»z(t)) =0 < {f,H}=0.

Proposizione 11.15 — Costruzione di un integrale primo a partire da altri

Supponiamo che f = f(ﬂ,E) e g = g(ﬂ’E) siano due integrali primi rispetto
all’hamiltoniana H. Allora

¢ a sua volta un integrale primo.

Dimostrazione. Dalla proposizione precedente, f, g sono integrali primi se e soltanto se
{f,540=0 e {g,H}=0.
Pertanto, applicando l'identita di Jacobi, otteniamo

{{f» 9}> }C} = *{:H) {f> 9}} = {f) {9) :H}} + {9){5}(> f}} = {f) 0} + {9) O} = O)

per cui {f, g} & un integrale primo. O
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12.1  PRINCIPIO DI VARIAZIONE DI HAMILTON

Ricordiamo che le equazioni di Eulero-Lagrange rendono stazionaria ’azione
t2
AL Lat)] = | £(a(0, 40) d.
t

D’altronde, sappiamo che tali equazioni sono equivalenti alle equazioni di Hamilton. Pertanto
é lecito chiedersi quale azione renderanno stazionaria tali equazioni.

Definizione 12.1 — Azione di Hamilton .

Consideriamo 'hamiltoniana H = H (ﬂ, E)' L’azione di Hamilton associata ad JH &
definita come

dove u,,v, sono tali che

up(t)
Vo(t)

oo

Notazione. Abbiamo considerato (ﬂ(t),g(t)) sullo spazio dei moti in R?™
sull’intervallo temporale [t1,t;] ed estremi fissati

(ﬂvE]) = (ﬂ(h)’g(t])) € (ﬂsz) = (ﬂ(tZ)’E(tZ))'

C Teorema 12.3 — Stazionarieta del funzionale hamiltoniano

11 moto (ﬂ(t),E(t)) inteso come nella notazione precedente, & soluzione delle
equazioni di Hamilton se e soltanto se (ﬂ (t),E(t)) rende stazionaria ’azione

st L [(a),p()]

rispetto a variazioni (ﬂ(t) +ve (1), p(t) +v, (t)).
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Dimostrazione. La dimostrazione é analoga al caso lagrangiano. Forniamo una traccia

di dimostrazione che mostra come manipolare il funzionale d’azione. Ricordiamo che la

condizione di stazionarieta dell’azione ¢ data da
d 9

—ST0 L [(a(t) +ve (0, p(t) +ve (1))

I =0.

e=0

Sviluppiamo ng ,t, ber ottenere

T | 0+ we0) - (@0 + i (0) = (a0 + 110, p(0) + v, (0) | de

t1 e=0
E conveniente definire la seguente notazione:
d d
—u, (t =z(t —v, (t =w(t).
e Le(t) » z(t) e ove(t) B w(t)
Da cui, portando la derivata dentro 'integrale e sostituendo, si ottiene
t2 ) ) 0K oH
[, [+ gty p0)- 260 = G- (a0, ple)) -2(0) = G- (@) piv) it a.
t ut § L

Osserviamo che, per le condizioni date su u, e v, si ha
z(t)) =z(t2) =0 e  wty) =w(tz) =0.

Integrando per parti il secondo addendo dell’integrale, otteniamo

Quindi, sostituendo nell’espressione di partenza, avremo

LZ {z(t) : (—p(t) - aaff(q(t), p(t))) () (q(t) - ?:(q(t),p(t)))] dt.

Da questa espressione & chiaro che se (ﬂ (t),p (t)) soddisfano le equazioni di Hamilton,
allora l'integrale é nullo e ’azione ¢é resa stazionaria. Per mostrare il viceversa rifarsi alla
dimostrazione analoga nel caso lagrangiano. |

Definizione 12.4 — Forma differenziale di Poincaré-Cartan

Consideriamo I’azione sull’hamiltoniana 3 = (g, p), allora possiamo scrivere

%0, = | (prda -~ 3ta)

che in questa forma prende il nome di forma differenziale di Poincare-Cartan.

Osservazione. La scrittura dell’integranda come forma differenziale segue da

Jtzp(t)-q(t)dt— J p-dq.
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Si definisce invariante integrale di Poincare-Cartan, U'integrale della forma differen-
ziale di Poincaré-Cartan lungo una curva chiusa y € R2™ al tempo fissato t = to,
dove si ha
H
Sh t2 T f#g : dﬂ
Y

Osservazione. In generale, integrando la forma differenziale lungo una curva vy
qualsiasi, si ha

Proposizione 12.6 — Invariante di Poincaré-Cartan si conserva

L’invariante integrale di Poincaré-Cartan € un integrale primo del moto, per qualsiasi
curva chiusa .

Dimostrazione. Definiamo

27
1,(0) = §p-da = | " p(0)- ra®) a0

v

dove 9 ¢ una variabile angolare e q(9),p(9) sono funzioni periodiche di periodo 27t. Da
cui

I (t) = Si; p-dg  con @(v) = (Q,(0)Pi(9)) 5 10

dove (gt({)),Et(ﬁ)) = (pt(ﬂ(ﬁ),g(ﬁ)). Da cui

27
L= § peda=| P9)-55Q,)db.
@+(v) °

Affinché 'invariante di Poincaré-Cartan sia un integrale primo, dobbiamo dimostrare che

d

—1,(t) =0.

dt vt =0

Ora, sfruttando le equazioni di Hamilton, otteniamo
4 (t)—rﬂ Pu9)+-2Q,(9) + P(9)- 20, (9)] 4o
a7y | 9=t -t 09—=t

el d 0 0K
- [—aq(Qt(m,Pt(w) . 2.0,(0) + P, (0)- aﬁap(Qtw),Pt(s))] a.

0

Integriamo per parti il secondo addendo dell’integranda:

2 0 0K K 2
L Et(ﬁ)-@@(Qt(ﬂwt(ﬁ))dﬁ=Et(8)-@(gtw),&w)) :
=0
27D OH
-], SR o (@0, pue) o
Da cui
d 2n d 27
aIY(t) = L Lwﬂf(Qt(ﬂ),t(ﬁ))] dd = —H(Q,(®),P (D)) . =0 m|
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12.2 TRASFORMAZIONI CANONICHE E FUNZIONI
GENERATRICI

Supponiamo di avere una trasformazione (g , E) —> (g, E) invertibile definita dalle leggi

Q=Q(g,p) a=4(Q,P)
{P—P(q»p) = { P M

Ci domandiamo se soluzioni delle equazioni di Hamilton, rispetto ad un’hamiltoniana H =
J—C(g, E), vengano mappate tramite (1) in soluzioni delle equazioni di Hamilton rispetto
all’hamiltoniana

F(Q,P) = %(q(Q,P),p(Q,P)).

La formulazione di questa domanda ¢ naturale in quanto cid avviene, in maniera analoga,

nel contesto lagrangiano. D’altronde la risposta a questo quesito &, in generale, negativa.

Il motivo di cio risiede nella differente richiesta che viene fatta, per le scelta delle leggi di
trasformazione, rispetto al caso lagrangiano; in quest’ultimo la trasformazione riguardava
solo le posizioni, le velocita erano infatti trasformate di conseguenza. Nel caso hamiltoniano,
le leggi di trasformazione riguardano sia le posizioni che i momenti p; di fatto vengono
trasformate il doppio delle coordinate e cio giustifica la mancata covarianza generale.

Noi ci occuperemo quindi del sottoinsieme di trasformazioni su cui vi é covarianza.

Definizione 12.7 — Trasformazioni completamente canoniche

Si dicono trasformazioni completamente canoniche, le trasformazione del tipo (1) che
preservano le equazioni di Hamilton per la generica hamiltoniana fH(ﬂ , E)'

Notazione. Da questo momento faremo riferimento a tali trasformazioni con il solo
aggettivo canoniche, pur facendo sempre riferimento a trasformazioni completamente
canoniche.

Definizione 12.8 — Funzione generatrice

Consideriamo una legge di trasformazione del tipo (1). Si definisce funzione
generatrice una mappa F tale che

Notazione. Le funzioni generatrici si distinguono in quattro tipologie: di I, II, III e
IV specie.

Osservazione. La condizione che definisce le funzioni generatrici sara chiarita dalla
prossima proposizione.

Proposizione 12.9 — Condizione sufficiente per le trasformazioni canoni-

che

Sia F una funzione generatrice. Supponiamo di avere una legge di trasformazione del
tipo (1) che soddisfa la condizione di F, diremo che & generata da F. Allora tale legge
di trasformazione é canonica.
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Dimostrazione. Un modo per garantire che le equazioni di Hamilton vengano preservate
dalle trasformazioni (1) & che valga

(2)

) t) = 1), p(t
52 1 [@0,p00)] =5, [P 1€ eon Sy — 202

(q(t),p(t)’

dove C é una costante che, in generale, dipende dagli estremi (ﬂ P ]), (ﬂ Z’Bz) ma non
dalla traiettoria della curva. Osserviamo che, esplicitamente, la condizione (2) equivale a

J(E-dg—ﬂ{dt) :J(B-dg—ff{dt)+JdF,

dove C ha assunto la forma dell’integrale di un differenziale esatto, che rispetta le condi-
zioni che avevamo richiesto. Pertanto, un modo per garantire che la (2) valga, per ogni
coppia di (H +— H), ¢ di chiedere che

p-dg—Hdt=P-dQ —Hdt+dF.

Per costruzione H = H, in quanto

F(Q,P) = #(q(Q,P),p(Q,P)).

Quindi la condizione precedente si riscrive come

p-dq=P-dQ +dF < p-dq—P-dQ =dF.

Ovvero la legge di trasformazione é generata da F. O

Procediamo ora con una descrizione delle quattro tipologie di funzioni generatrici. Osser-
veremo che, una volta definita la prima, le altre sfruttano la medesima logica.

Definizione 12.10 — Funzione generatrice di prima specie

F= F(ﬂ, Q) si definisce funzione generatrice di prima specie se soddisfa le seguenti
condizioni

e se la prima di tali condizioni ¢ invertibile rispetto a Q.

Proprieta 12.11. Le funzioni generatrici di prima specie sono funzioni generatrici
di trasformazioni canoniche.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa F = F(ﬂ , Q), avremo

Quindi la condizione affinché F sia una funzione generatrice ¢ soddisfatta se e solo se
vengono soddisfatte le condizioni di definizione di F, infatti

P=735(20,0)
P=-35(0,Q)

Supponiamo ora che la prima relazione si invertibile rispetto a Q. Pertanto avremo

E-dﬂ—B-dQ:dF <= {

Q=Q (ﬂ , E)' Sostituendo tale trasformazione nella seconda relazione si ottiene

oF (0,Q) = oF

ST 39

(9,Q(g,p)) =P(q,p)-
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Se tale procedura ci fornisce una relazione del tipo (1), allora tale costruzione ¢é
automaticamente canonica. O

Esempio (Scambio delle coordinate). Consideriamo la funzione generatrice di I

specie
F(9,Q) =4-Q.
Imponendo le condizioni si ottiene
p=£@Q=Q _ fqo-p
P=—35(a-Q =4 P=—g

Quindi, tramite una trasformazione canonica, abbiamo ottenuto una legge in cui il
ruolo di momenti e posizioni sono scambiati. Cid nonostante la struttura e la validita
del moto & mantenuta inalterata.

Definizione 12.12 — Funzione generatrice si seconda specie

G=G (g , E) so definisce funzione generatrice di seconda specie se soddisfa le seguenti
condizioni

P= % (a,P)

Q=% (a.P)

e se la prima di tali condizioni é invertibile rispetto a P.

Proprieta 12.13. Le funzioni generatrici di seconda specie sono funzioni generatrici
di trasformazioni canoniche.

Dimostrazione. Scrivendo
P-dQ=d(P-Q)—Q-dP,

e sostituendo nella condizione delle funzioni generatrici, otteniamo
p+rdg—P-dQ =dF < E-dg—l—godE:d(F—Bog) =dG,

dove G = G (ﬂ s E). A questo punto ¢ sufficiente applicare la dimostrazione per le funzioni
generatrici di prima specie a G per ottenere la tesi. O

Esempio (Funzione generatrice della trasformazione identica). La trasformazione
identica é generata dalla trasformazione di II specie

G(q,P) =gq-P,

infatti si ottiene
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Definizione 12.14 — Funzione generatrice si terza specie

v = 11)(]3, 9) so definisce funzione generatrice di terza specie se soddisfa le seguenti

condizioni R
1=5 Q)
P=35®Q)

e se la prima di tali condizioni ¢ invertibile rispetto a Q.

Proprieta 12.15. Le funzioni generatrici di terza specie sono funzioni generatrici di
trasformazioni canoniche.

Dimostrazione. Scrivendo
p-dg=d(p-q)—q-dp,

e sostituendo nella condizione delle funzioni generatrici, otteniamo
p:dg—P-dQ =dF <= q-dp+P:dQ=d(—F+p-q)=dp

dove h =1 (p, Q). A questo punto ¢ sufficiente applicare la dimostrazione per le funzioni
generatrici di prima specie a P per ottenere la tesi. O

Definizione 12.16 — Funzione generatrice si quarta specie

$ = d)(E, E) so definisce funzione gemeratrice di quarta specie se soddisfa le seguenti
condizioni

e se la prima di tali condizioni é invertibile rispetto a P.

Proprieta 12.17. Le funzioni generatrici di quarta specie sono funzioni generatrici
di trasformazioni canoniche.

Dimostrazione. Scrivendo
pedg—d(p-a)—q-dp ¢ P-dQ—d(P-Q)—Q-dP,
e sostituendo nella condizione delle funzioni generatrici, otteniamo
p+dg—P-dQ =dF <= q-dp—Q-dP =d(—F+p-q—P-Q) = d,

dove ¢ = d)(E, E). A questo punto ¢ sufficiente applicare la dimostrazione per le funzioni
generatrici di prima specie a ¢ per ottenere la tesi. [}

12.3 EQUAZIONE DI HAMILTON-JACOBI

Immaginiamo di avere una legge di trasformazione della posizione che riguardi solo la posizio-
ne, ovvero Q = Q (ﬂ) Per ottenere una trasformazione canonica tale che la trasformazione
delle posizioni abbia questa forma, possiamo generarla tramite la funzione generatrice di
seconda specie

G(q,P) = Q(a) - P-
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Infatti, imponendo le condizioni derivanti da G, otteniamo

{P=Z(§E
Q=0Q(q),

dove la prima relazione puo essere letta in coordinate come

P=Y G = (M), dove My(q) = 52 (a)

¢ la matrice jacobiana della trasformazione Q (ﬂ) Da cui otteniamo la seguente definizione

Definizione 12.18 — Trasformazioni canoniche puntuali

Una trasformazione canoniche si dice puntuale se ¢ della forma

{Q=Qm)

P=M""(q)p,

dove M(ﬂ) ¢ la matrice jacobiana della trasformazione Q (ﬂ)

Osservazione. Nel contesto lagrangiano queste trasformazioni, che riguardavano solo
la posizione, erano accompagnate dalle trasformazioni della velocita da esse indotte:

Q .
=4

Q=75,d

\. J

L’interesse pratico per trasformazioni che preservano le equazioni di Hamilton riguarda la
risoluzione di queste ultime. L’idea, assegnate delle equazioni di Hamilton in generali difficili
da risolvere, é quella di cercare nuove coordinate, legate alle precedenti da una trasformazione
canonica, sulle quali le equazioni di Hamilton siano banali da risolvere.

Un caso in cui cio accade é quello dove ?C(Q, E) =X (E) ¢ indipendente dalle Q. In tal
caso, per le equazioni di Hamilton, si ha

e, di conseguenza,

Q= %%(Eo) =V(Py) = Q(t) =Q +V(Po)t.

Cerchiamo quindi una trasformazione canonica generata da una funzione generatrice di II
specie G (q,B) che abbia che proprieta. In particolare vorremmo che, tramite le condizioni

si abbia H(q(Q,P),p(Q,P)) = F(P). Sostituendo p tramite le condizioni della funzione

generatrice, si ottiene

Equazione di Hamilton-Jacobi
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Osservazione. La possibilita di sfruttare le equazioni di Hamilton-Jacobi per risolvere
in modo sistematico le equazioni di Hamilton, giustifica il formalismo Hamiltoniano.
Tale possibilita non esiste infatti nel contesto lagrangiano. Cid nonostante non é detto
che l'equazione di Hamilton-Jacobi ammetta sempre soluzione.

Esempio. Consideriamo la lagrangiana

£(q,q) = 4q gZed’.

Ricaviamo I’hamiltoniana associata ad £ e scriviamo le equazioni di Hamilton
corrispondenti. Per definizione

H(q,p) =pg—~£(q,9),
dove oc 3
2 . _p —q2
aq 2 q - q2 € y
con p che ¢ invertibile rispetto a ¢ per q € (0,+00) oppure q € (—o0,0). Scegliamo
la prima determinazione, segue

g ] 241) —2‘:126‘:12:ﬁe—q2

}C(q)p): qze 4q q qz

Da cui le equazioni di Hamilton

Risolviamo ora le equazioni di Hamilton tramite coordinate opportune, queste ultime
trovate sfruttando le equazioni di Hamilton-Jacobi. Scegliamo arbitrariamente, in

modo da semplificarci i calcoli, H(P) = P2. Applicando 1’equazione di Hamilton-
Jacobi avremo

2
H (q,E> =H(P) =P < %eqz (%) —

da cui

2 2
<E> = ¢%ple?’ = %:iqu%.

Con tale scelta, imponendo le condizioni delle funzioni generatrici del II tipo,

otteniamo , N
{p—ﬁ(q, J=qPet {Q=e%
Q:%(Q» )—e

che, come ci aspettavamo, é una trasformazione puntuale. Osserviamo inoltre che

2
qe

(q,p) € (0,+00) x R +— (Q,P) € (1,+00) x R.
La trasformazione inversa si ottiene facilmente:

q=+v2InQ
p=PQv2InQ
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Nelle nuove coordinate, per costruzione H (P) = P2, da cui otteniamo le equazioni di

Hamilton
1—Qo

{S:ozp {S(&t)):lgﬁzm con Q) >1 = t> 55

Tornando alle coordinate iniziali otteniamo

{q(t) = 1/2In(Qo + 2Pot)

p(t) = Po(Qo + 2Pot) Zln(Qo + 2Pot)

che risolvono il moto.
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CANONICHE

CARATTERIZZAZIONE DELLE TRASFORMAZIONI

N

C Teorema 12.19 — Caratterizzazione delle trasformazioni canoniche

Una trasformazione (ﬂ’E) — (Q,E) & canonica se e soltanto se la matrice

jacobiana M della trasformazione soddisfa

MJ*M =],

dove ] ¢é la matrice simplettica standard.

J

N\

all’hamiltoniana 3. Dalla legge di trasformazione, derivando otteniamo

Q1) = Q(q(t),p(t)) 0=32q¢+%p
= \p_op ., P
P(t) = P(q(t),p(t)) P=3g+Lp

matrice a blocchi:
9Q  3Q
%9 % (A B)
M= ~\c b)
oP 2P
q p

Q e P, avremo

[eN;0 [e) 9H [eN; Y
Qm—Z](AiiTj—BliaT,> . Q=A% ~B%q
D [Nz [N;0

Po=5 (Cogar — Dy %) S

ovvero
Q\ (A B S

Dimostrazione. Siano (q(t),p(t)) soluzioni delle equazioni di Hamilton associate

Introduciamo la matrice di jacobi della trasformazione, adottando una notazione di

dove A, B, C, D sono matrici n X n. Pertanto, sfruttando tale notazione nella scrittura di
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Adottiamo la seguente notazione per il resto della dimostrazione:

Ricordiamo che il campo vettoriale hamiltoniano, puo essere riscritto tramite la matrice

simplettica standard J:
K | — K | =) 3y
~3q Id 0 op 0x

In questi termini, le equazioni del moto hanno la seguente forma sintetica

0H

X=MJ 3~

A questo punto vogliamo imporre la seguente condizione

OH K

ox X"

Da (q,p) = 7(Q(q,p),P(q,p)), otteniamo

23 _ 2% °0Q | ajc P
9q = 9Q 9gq oP 0dq
93 _ 9% °Q | a3 P
op 2Q 9dp oP op

Sfruttando la definizione di M data in precedenza, avremo

K K K 0K 0K 0K K 0K
_ Aii —— 4 Cis — — taA),, — o). — —=tA 4 tc=
04 ; "9Q; * Tt oP; ]Z( )Uan 00, oP; = oq 6Q+ oP
e, analogamente, ~ ~
0K 0K 0K
o CoQ " U

Tali scritture, in forma compatta, diventano

(‘A '\ (3% o 2K
ox \'B ‘D) \ax)

che, sostituita nell’equazione del moto, ci permette di scrivere

La quale soddisfa la condizione imposta in precedenza se e soltanto se

MJtM =]. m|

Definizione 12.20 — Matrice simplettica

Una matrice M, di dimensioni 2n x 2n, si dice simplettica se soddisfa
MJ*™™M =],

dove ] é la matrice simplettica standard.
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Osservazione. La matrice simplettica standard é una matrice simplettica, infatti se
prendiamo M = |, avremo

MJM =]]] =]2"].
0 —1d\ (0 -Id\ (-Id 0
)= (Id 0 ) (Id 0 ) = ( 0 Id) = ldzn

in quanto | ¢ antisimmetrica.

da cui

Proprieta 12.21. Sia M una matrice simplettica. Allora

detM =1

Dimostrazione. Dimostriamo con un argomento semplice che det M = +1, per dimostrare
completamente la tesi é necessario qualche sforzo ulteriore. Calcoliamo inizialmente il
determinante di J:

dery=det (fy Tp¢) =temmaer () =renr =1,

A questo punto, per calcolare il determinante di M, sfruttiamo la condizione delle matrici
simplettiche

det(MJ'M) =det] <= detM det'M =1 <= (detM)? =1,

da cui
det M = +£1. (|

Proprieta 12.22. Sia M una matrice simplettica. Allora

M =—]'M]J.

Dimostrazione. Dalla definizione di matrice simplettica M J*M = J, da cui
JM=MT] = JtM] T =M,
ovvero, dal momento che ] é antisimmetrica,

M =—]'M]J. m|

Proposizione 12.23 — Conservazione delle parentesi di Poisson fonda-

mentali

Una trasformazione (q, ‘p) — (Q, E) & canonica se e soltanto se preserva le parentesi
di Poisson fondamentali, ovvero

{Qi,Q;} =0; {P1, P;} = 0; {Qi, P3} = 81 5.

Dimostrazione. Detta M la matrice jacobiana della trasformazione, sappiamo che la
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trasformazione é canonica se e soltanto se
MJ™™M =7,

con | la matrice simplettica standard. Tale condizione puo essere riscritta come segue:

A B 0 —Id\ [*A 'C A B\ /-'B —'D
thy _ _
M]M_(C D>(Id O>(tB tD)‘(C D)(tA tc)
—A'B+B'A —-A'D+B'C\ [0 -Id\ _
—C'B+D'A —C'D+D'c/)  \Ild o0 =

Da cui si ottengono tre condizioni:
A'B—-B'A =0; C'D-D'C=0; A'D-B*'C=1d.
Ricordando l’espressione di A, B, la prima condizione diventa
D Auwl'B)yy —Bul(*A)y; =0 <= > (AuBji — BucAj) =0,
k k

da cui

0Q; 00Q; 0Q; 0Q; _ e R
;(aqkapi‘mm)‘Oc’{Q”Q’}_o'

Analogamente la seconda condizione ci dice
C'D-D'C=0 < {P,P;}=0.
Infine, per la terza condizione, si ha
A'D-B'C=1d <= Y (AwDj—BuCjc) = 8y,
Kk
da cui

Pertanto abbiamo dimostrato che la trasformazione é canonica se e soltanto se sono
preservate le parentesi di Poisson fondamentali. O
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